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1    The Model 

Folowing Benigno and Benigno (2003, ECB‐WP), we extend the model in Gali (2020) to a 

two‐country economy model. 

1.1 Households 

We consider a world economy populated by a measure one of households. The 

population on the segment  [ )0,n   belongs to the Home country (H) while the one on 

the segment  [ ],1n   belongs to the Foreign country (F). 

Households’ preference is given by: 
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[ ]nÎ ,1j , 

where the index j denotes a variable that is specific to household j and the index 

i denotes a variable specific to the country H or F in which j resides. To clarify 

the notation that follows i will be replaced by a star when referring to country F 

and will  be  suppressed when  referring  to  country H.  (Nominal) Households’  budget 

constraints in units of countries H and F currencies are given by: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

n

n

- - - - -

+ + + +

= + + + + + + -

ò ò
1

, ,

0

*
, 1 1 , 1 1 , 11 1

j j j j j
t t t t H t F t t t

j j j j j j
H t t F t t t H t t t t t t

P h C h dh P f C f df D D E M

D i D i E M WN PR PTR

, 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

n

n

-
- - - -

+ + + +

= + + + + + + -

ò ò
1 *,

,* *, * *, *, *,
,

0

*,
, 1 *, * *, * *, *, * *,

1 , 1 1 11 1

j
H tj j j j

t t t t F t t

t

j
H t j j j j j

t F t t t t t t t t

t

D
P h C h dh P f C f dh D M

E

D
i D i M W N PR P TR

E

, 

where  ,
j
H tD   denotes the government debt issued by the government in country H while 

it held by consumer  j  in country H,  *,
,
j

H tD   denotes the government debt  issued by the 

government in country H while held by consumer j in country F. 

Integrating j yields: 
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where super script j is suppressed and 
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The definition of the CPI in country H is given by: 
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One of minimization problem for households is given by: 
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The Lagrangean is given by 

( ) ( ) ( )( )
1 1

1

,
0 0

1
H t t t tL C j dj X P h C h dh

e
e

en ne
e l

n

-
-é ùæ öê ú÷çº + -ê ú÷ç ÷çè øê úê úë û

ò ò . 

The FONC is given by: 
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which can be rewritten as: 
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The definition of  ,H tC can be rewritten as: 
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Combining both of them yields: 
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Plugging the previous expression into the definition of  ,H tC yields: 
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Let define: 

( )
1

11

,
0

1
H t tP P h dh

n ee

n
--é ù

º ê ú
ê úë ûò . 

By raising both sides to −εth power, we have: 
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Plugging this expression into the previous expression yields: 
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The previous expression can be applicable any good h. Then, we have: 
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Plugging  Eqs.(A‐1‐6)  and  (A‐1‐7)  into ( ) ( ) ( ) ( )
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Now, we get total demand for goods. Optimization problem is given by: 
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Plugging Eq.(A‐1‐12) into the previous expression yields:   
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é ùé ùæ ö -ê úê ú÷ç ÷= - - + -çê úê ú÷ç ÷çè øê úê úë ûë û

é ùé ùæ öê úê ú÷ç ÷= - + -çê úê ú÷ç ÷ç- è øê úê úë ûë û
æ öæ ö ÷ç÷ç ÷= -ç÷ç ÷÷ç ç ÷çè ø- è ø

=
-

1 1
1

1 ,
1

,

1 1
1

,
1

,

11
,

1
,

1 1
1 1 1

1
1 1 1

1

1
1

1

1

1

F tj j
t F t

t

F t j
F t

t

F t j
F t

t

P
C C

P

P
C

P

P
C

P

P
zæ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

,
,

F t j
F t

t

C
P

, 

which can be rewritten as: 

( )
z

n
-æ ö÷ç ÷= - ç ÷ç ÷çè ø

,
, 1 F tj j

F t t

t

P
C C

P
. 

Integrating the previous expression j yields: 
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( )
z

n
-æ ö÷ç ÷= - ç ÷ç ÷çè ø

,
, 1 F t W

F t t

t

P
C C

P
. (A‐1‐14) 

Plugging Eqs.(A‐1‐13) and (A‐1‐14) into  , , , ,H t H t F t F tP C P C+   yields: 

( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

z z

z z
z z

z z z z

z zz z

n n

n n

n n

n n

n

- -

- -

- - - -

- - - -- -

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ = + -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
é ù
ê ú= + -ê úë û
é ù= + -ë û
é ù= + -ê úë û

=

, ,
, , , , , ,

1 1
, ,

1 1 1 1
, ,

1 11 1
, ,

1

1

1

1

H t F t
H t H t F t F t H t t F t t

t t

t t
H t F t t t

t t

H t t F t t t t

H t t F t t t t

P P
P C P C P C P C

P P

P P
P P PC

P P

P P P P PC

P P P P PC

P ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

z z

z z

z z

z z

z

n

n n
n n n n

n n n n n n
n n n n

n n n

- -

- -

- -

- -

-

é ùæ ö æ öê ú÷ ÷ç ç÷ ÷+ -ç çê ú÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è øê úë û
é ù-ê ú= +ê ú+ - + -ê úë û
ì üé ù é ùï ï+ - + - + -ï ïï ë û ë ûï=í é ù é ùï ï+ - + -ï ïë û ë ûï ïî 

é ù+ - +ë û=

1 1

, ,

1 1

1 1

1 1

1

1

1

1 1

1 1 1

1 1

1

H t F t
t t

t t

t t

t t

t t

t t

t t

t

P
PC

P P

PC
S S

S S
PC

S S

S ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

z

z z z z

z z

z z

n n n

n n n n n n

n n n n n n
n n n n n

-

- - - -

- -

- -

ì üé ùï ï- + -ï ïï ë û ïí ï ï+ - + - + -ï ïï ïî 
ì üé ù é ùï ï+ - + - + -ï ïï ë û ë ûï=í é ù é ùï ï+ - + - + -ï ïë û ë ûï ïî 
=

1

22 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

t

t t

t t t t

t t

t t

t t

t t

S
PC

S S S S

S S
PC

S S

PC

. (A‐1‐15) 

Plugging Eqs(A‐1‐8) and (A‐1‐15) into Eqs.(A‐1‐2) and (A‐1‐3) yields: 

( ) ( )- - - - -

+ + +

= + + + + + + -
, ,

*
, 1 1 , 1 1 11 1

t t H t F t t t

H t t F t t t t t t t t t

PC D D E M

D i D i E M WN PR PTR
, (A‐1‐16) 

( ) ( )-
- - - -

+ + +

= + + + + + + -

*
,* * * *

,

*
, 1 * * * * * * * *

1 , 1 1 11 1

H t
t t F t t

t

H t
t F t t t t t t t t

t

D
P C D M

E

D
i D i M W N PR P TR

E

, (A‐1‐17) 

where 
*
,

,
H t

t H t

t

D
B D

E
= +   and  * *

, ,t t F t F tB E B B= + . 
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Dividing both sides of Eq.(A‐1‐16) and (A‐1‐1‐17) by Pt and 
*
tP yields: 

( ) ( )D D D D- - -
- - - - -+ + + = + + + +

+ + -

* * *
*1 1 1

, , , 1 1 , 1 1 1*
1 1t t t t t t t

t H t F t t H t t F t t t

t t t t t

t t
t t

t t

E P P E P P P
C L i i L

P P P P P

W PR
N TR

P P

, 

( ) ( )D D D D- - -
- - - - -+ + + = + + + +

+ + -

* *
* * * * * * * *1 1 1

, , , 1 1 , 1 1 1* * * *

* *
* *

* *

1 1t t t t t
t H t F t t H t t F t t t

t t t t t t t

t t
t t

t t

P P P P P
C L i i L

P E P E P P P

W PR
N TR

P P

, 

with  D º ,
,

H t
H t

t

D

P
 ,  D º ,

, *

F t
F t

t

D

P
   ,  D º

*
,*

,
H t

H t

t

D

P
 ,  D º

*
,*

, *

F t
F t

t

D

P
 ,  º t

t

t

M
L

P
   and  º

*
*

*

t
t

t

M
L

P
 . 

Previous expressions can be rewritten as: 

( ) ( )D D D D- - - -
- - - -

- -

-
-

+ + + = + + +

+ + + -

* *
*1 1 1 1

, , , 1 1 , 1 1

1 1

1
1 ,

1 1t t t t t t t
t H t F t t H t t F t t

t t t t t

t t t
t t H t

t t t

E P P P E E P
C L i i

P P P E P

P W PR
L N TR

P P P

, 

( ) ( )D D D D- - - -
- - - -

- -

-
-

+ + + = + + +

+ + + -

* *
* * * * * * *1 1 1 1

, , , 1 1 , 1 1* * * *
1 1

** *
,* * *1

1* * *

1 1t t t t t
t H t F t t H t t F t t

t t t t t t t

F tt t
t t t

t t t

P P E P P
C L i i

P E P E E P P

WP PR
L N TR

P P P

. 

Let define 
*

t t
t

t

E P
Q

P
º . Then, the previous expression can be rewritten as: 

( ) ( )D D D D -
- - - - - -

-

é ù
ê ú+ + + = + + + + Pê úë û

+ + -

* 1
, , , 1 1 1 , 1 1 1

1

1 1t
t H t t F t t H t t t F t t t t

t

t t
t t

t t

E
C Q L i Q i L

E

W PR
N TR

P P

, 

( ) ( ) ( )D D D D
-- --

- - - - - - -

é ù
ê ú+ + + = + + + + Pê úë û

+ + -

1* 1 * * * 1 * * * * *1
, , 1 , 1 1 , 1 1 1 1

* *
* *

* *

1 1t
t t H t F t t t H t t F t t t t

t

t t
t t

t t

E
C Q L Q i i L

E

W PR
N TR

P P

. 
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Plugging  ( ) +
æ ö÷ç ÷+ = + ç ÷ç ÷çè ø

* 11 1 t
t t

t

E
i i

E
  or  ( )

+

æ ö÷ç ÷+ = + ç ÷ç ÷÷çè ø
*

1

1 1 t
t t

t

E
i i

E
  into the previous expressions 

yields: 

( ) ( )D D D D -
- - - - - -

é ù+ + + = + + + + Pë û

+ + -

1
, , , 1 1 1 , 1 1 11 1t H t t F t t H t t t F t t t t

t t
t t

t t

C Q L i Q i L

W PR
N TR

P P

, 

( ) ( ) ( )D D D D
-- -

- - - - - - -
é ù+ + + = + + + + Pê úë û

+ + -

1* 1 * * * 1 * * * * * *
, , 1 , 1 1 , 1 1 1 1

* *
* *

* *

1 1t t H t F t t t H t t F t t t t

t t
t t

t t

C Q L Q i i L

W PR
N TR

P P

. 

Further, the previous expression can be rewritten as: 

( ) ( )

( ) ( )

D D

D D -
- - - - - -

æ ö÷çé ù ÷+ + + + + + -ç ÷ë û ç ÷ç+ +è ø

é ù= + + + + P + + -ë û

, ,

1
1 , 1 1 1 , 1 1

1 1
1 1 1

1 1

1 1

t t H t t t F t t t

t t

t t
t H t t t F t t t t t

t t

C i i Q L L
i i

W PR
i i Q L N TR

P P

, 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

D D

D D

-

--
- - - - - -

æ ö÷çé ù ÷+ + + + + + -ç ÷ê ú çë û ÷ç+ +è ø

é ù= + + + + P + + -ê úë û

* 1 * * * * * *
, ,* *

* *
11 * * * * * * * *

1 , 1 1 , 1 1 1 * *

1 1
1 1 1

1 1

1 1

t t t H t t F t t t

t t

t t
t H t t F t t t t t t

t t

C Q i i L L
i i

W PR
Q i i L N TR

P P

. 

Let  define  ( ) ( )D D -
- - - - - -

é ùA º + + + + Pë û
1

1 , 1 1 1 , 1 11 1t t H t t t F t t ti i Q L     and 

( ) ( ) ( )D D
--

- - - - - -
é ùA º + + + + Pê úë û

1* * 1 * * * * *
1 1 , 1 1 , 1 11 1t t t H t t F t t ti Q i L  .  Then,  the  previous  expression 

can be rewritten as: 

+ ++ P A + =A + + -
+ +1 1

1

1 1
t t t

t t t t t t t

t t t t

i W PR
C L N TR

i i P P
, (A‐1‐18) 

+ ++ P A + =A + + -
+ +

* * *
* * * * * * *

1 1* * * *

1

1 1
t t t

t t t t t t t

t t t t

i W PR
C L N TR

i i P P
. (A‐1‐19) 

Households’ optimization problem is given by: 

b
+ +

¥

A =
å

1 1, , , ,
0

max
t t t t t

t
t

C C N L
t

U ,  b
+ +

¥

A =
å* * * * *

1 1

*

, , , ,
0

max
t t t t t

t
t

C C N L
t

U  

s.t. 
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( ) ( )é ùº -ë û,t t t t tU U C L V N Z ,  ( ) ( )é ùº -ê úë û
* * * * *,t t t t tU U C L V N Z  

and Eqs.(A‐1‐18) and (A‐1‐19). 

The Lagrangean is given by: 

( ) ( ) ( ) ( )b b

l b

l b

+
+ + + +

+ +

+ + + +
+ + + + + + + +

+ + + +

é ùé ùº - + - +ë û ë û
æ ö÷ç ÷+ A + + - - - P A -ç ÷ç ÷ç + +è ø
æ ö÷ç+ A + + - - - P A -ççç + +è ø

1
1 1 1 1

1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 2 2 1

1 1 1 1

, ,

1

1 1

1

1 1

t t
t t t t t t t t

t t t t
t t t t t t t t

t t t t

t t t t
t t t t t t t t

t t t t

L U C L V N Z U C L V N Z

W PR i
N TR C L

P P i i

W PR i
N TR C L

P P i i
÷÷÷÷

+

, 

( ) ( ) ( ) ( )b b

l b

l b

+
+ + + +

+ +

+ + +
+ + + + +

+ +

é ù é ùº - + - +ê ú ê úë û ë û
æ ö÷ç ÷+ A + + - - - P A -ç ÷ç ÷ç + +è ø

+ A + + - - -

* * * * * 1 * * * *
1 1 1 1

* * *
* * * * * * * *

1 1* * * *

* *
* 1 * * * *1 1

1 1 1 1 1* *
1 1

, ,

1

1 1

1

1

t t
t t t t t t t t

t t t t
t t t t t t t t

t t t t

t t t
t t t t t

t t

L U C L V N Z U C L V N Z

W PR i
N TR C L

P P i i

W PR
N TR C

P P
+

+ + +
+

æ ö÷ç ÷P A -ç ÷ç ÷÷ç + +è ø
+

*
* * *1

2 2 1* *
11

t
t t t

t t

i
L

i i

. 

FONCs are given by: 

b b l¶ = - =
¶ , 0t t

C t t t

t

L
U Z

C
, 

b b l+ +
+ + +

+

¶ = - =
¶

1 1
, 1 1 1

1

0t t
C t t t

t

L
U Z

C
, 

( )b l b¶ = - + =
¶ , 0t t t

n t t t

t t

WL
V Z

N P
, 

l b l b ++ +
+

¶ =- P + =
¶A +

1
1 1

1

1
0

1
t t

t t t

t t

L

i
, 

b b l
æ ö¶ ÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ç¶ +è ø, 0
1

t t t
l t t t

t t

iL
U Z

L i
, 

b b l¶ = - =
¶

*
* * *
,*

0t t
c t t t

t

L
U Z

C
, 

b b l+ +
+ + +

+

¶ = - =
¶

*
1 * * 1 *

, 1 1 1*
1

0t t
c t t t

t

L
U Z

C
, 

( )b l b¶ = - + =
¶ *

**
* *

* *,
0t t t

t tn t
t t

WL
V Z

N P
, 
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l b l b ++ +
+

¶ =- P + =
¶A +

*
* * * 1

1 1* *
1

1
0

1
t t

t t t

t t

L

i
, 

b b l
æ ö¶ ÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ç¶ +è ø

*

**
* *

* *,
0

1
t t t

t tL t
t t

iL
U Z

L i
, 

which can be rewritten as: 

l = ,t c t tU Z , (A‐1‐20) 

l + + +=1 , 1 1t c t tU Z , (A‐1‐21) 

l
-æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø

1

,
t

t n t t

t

W
V Z

P
, (A‐1‐22) 

( )l bl -
+ += P +1
1 1 1t t t ti , (A‐1‐23) 

l
-æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø

1

,
1

t
t l t t

t

i
U Z

i
, (A‐1‐24) 

l =* * *
,t c t tU Z , (A‐1‐25) 

l + + +=* * *
1 , 1 1t c t tU Z , (A‐1‐26) 

l
-æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø

*

1
*

* *

*,

t
t tn t

t

W
V Z

P
, (A‐1‐27) 

( ) ( )l bl
-

+ += P +
1* * * *

1 1 1t t t ti , (A‐1‐28) 

l
-æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø

*

1
*

* *

*, 1
t

t tl t
t

i
U Z

i
, (A‐1‐29) 

where  lt   and  l
*
t   es Lagrange multipliers 

Combining Eqs.(A‐1‐20), (A‐1‐21) and (A‐1‐23) yields: 

( )b - +
+ +

æ ö÷ç ÷= + P ç ÷ç ÷çè ø
1 1

, 1 , 11 t
c t t t c t

t

Z
U i U

Z
. (A‐1‐30) 

Combining Eqs.(A‐1‐25) (A‐1‐26)and (A‐1‐28)yields: 
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( )( )b
- +

+ +

æ ö÷ç ÷= + P ç ÷ç ÷çè ø

*
1* * * * 1

, 1 , 1 *
1 t

c t t t c t

t

Z
U i U

Z
. (A‐1‐31) 

Combing Eqs.(A‐1‐20) and (A‐1‐22) yields: 

= ,

,

n tt

t c t

VW

P U
. (A‐1‐32) 

Combing Eqs.(A‐1‐25) and (A‐1‐27) yields: 

=
*

*
,

* *
,

n tt

t c t

VW

P U
. (A‐1‐33) 

Combing Eqs.(A‐1‐20) and (A‐1‐24) yields: 

=
+

,

, 1
l t t

c t t

U i

U i
. (A‐1‐34) 

Combing Eqs.(A‐1‐20) and (A‐1‐24) yields: 

=
+

*
*

,

* *
, 1

l t t

c t t

U i

U i
. (A‐1‐35) 

Combing Eqs.(A‐1‐30) and (A‐1‐31) yields: 

ll
l l

+ +

+ +

P+=
+ P

*
1 1

* * *
1 1

1

1
t tt t

t t t t

i

i
. (A‐1‐36) 

1.2    LOOP and PPP 

We assume the law of one price as follows: 

( ) ( )*
t t tP h E P h= , 

( ) ( )*
t t tP f E P f= . 

Plugging  the  previous  expressions  into  ( )
1

11

,
0

1
H t tP P h dh

n ee

n
--é ù

º ê ú
ê úë ûò     and 

( )
1

1 11

,

1

1
F t tP P f df

ee

nn
--é ù

º ê ú
ê ú-ë ûò   yields: 
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( ){ }
( )

( )

1

11*
,

0

1

111 *

0

1

11*

0

*
,

1

1

1

H t t t

t t

t t

t H t

P E P h dh

E P h dh

E P h dh

E P

n ee

n eee

n ee

n

n

n

--

---

--

é ù= ë û

é ù
= ê ú
ê úë û

é ù
= ê ú
ê úë û

=

ò

ò

ò

, 

( ){ }
( )

( )

1
1 11*

,

1
1 111 *

1
1 11*

*
,

1

1

1

1

1

1

F t t t

t t

t t

t F t

P E P f df

E P f df

E P f df

E P

ee

n

eee

n

ee

n

n

n

n

--

---

--

é ù= ë û-

é ù
= ê ú
ê ú-ë û

é ù
= ê ú
ê ú-ë û

=

ò

ò

ò

. 

Plugging  *
, ,H t t H tP E P=     and  *

, ,F t t F tP E P=     into  Eq.(A‐1‐5)  ( )z z zn n- - -é ùº + -ë û
1

1 1 1
, ,1t H t F tP P P  

yields: 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ){ }
( ) ( )( )

z z z

z z zz z

z z gg

z z z

n n

n n

n n

n n

- - -

- - -- -

- - --

- - -

é ù= + -ê úë û

é ù= + -ê úë û

é ù= + -ê úë û

é ù= + -ê úë û
=

1
1 1 1* *

, ,

1
1 1 11 * 1 *

, ,

1
1 1 11 * *

, ,

1
1 1 1* *

, ,

*

1

1

1

1

t t H t t F t

t H t t F t

t H t F t

t H t F t

t t

P E P E P

E P E P

E P P

E P P

E P

. 

That is, given the LOOP and the structure of preferences, purchasing 

power parity (PPP) i.e., 

*
t t tP E P= ,   

holds. Plugging the PPP into the definition of the real exchange rate: 

1tQ = . (A‐1‐37) 

Plugging the PPP into Eq.(A‐1‐36) yields: 



18 
 

( ) ( )l l
l l
+ + ++ = +

*
*1 1 1

*
1 1t t t

t t

t t t

E
i i

E
,   

which is applicable even in period ‐1 as follows: 

l l
l l

-

- - - -

+ =
+

*
1 0 0 0

* *
1 1 1 1

1

1
t

t

i E

i E
. 

Let assume complete financial market. Then: 

l l= *
0 0 , 

where we assume 
l
l
-

-

=1
*
1

1 . 

Previous expression is applicable for all t so that: 

l l= *
t t . (A‐1‐38) 

Then, Eq.(A‐1‐36) can be rewritten as: 

( ) ++ = + * 11 1 t
t t

t

E
i i

E
, 

which is the UIP. 

1.4    Domestic Producers 

Production function is given by: 

a-= 1
t t tY AN , (A‐1‐39) 

( ) a-
=

1* * *
t t tY A N . (A‐1‐40) 

Let define  ( )
e

en e
e

n

- -é ùæ ö÷çê úº ÷ç ÷çê úè øë û
ò

1 1

0

1
t tY Y h dh   and  ( )

e
e e
e

nn

- -é ùæ ö÷çê úº ÷ç ÷çê úè ø-ë û
ò

11 1
* 1

1
t tY Y f dh . 

Maximization problem for producers is given by: 

( )
max

t
t

Y h
Y , 

s.t. 

( )
e

en e
e

n

- -é ùæ ö÷çê úº ÷ç ÷çê úè øë û
ò

1 1

0

1
t tY Y h dh   and  ( ) ( )

0
0t t tX P h Y h dh

n
- =ò . 

The Lagrangean is given by 
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( ) ( ) ( )( )1 1

,
0 0

1
H t t t tL Y j dj X P h Y h dh

e
en ne
e l

n

- -é ùæ ö÷çê úº + -÷ç ÷çê úè øë û
ò ò . 

The FONC is given by: 

( )
( ) ( ) ( )

11 11 1 1

0

1 1

1

0

t t t

t

L
Y h dh Y h P h

Y h

e e
e ene e
e e

e e l
n e e

-- -- - -æ ö é ù¶ -÷ç= -ê ú÷ç ÷çè ø ê ú¶ - ë û
=

ò , 

which can be rewritten as: 

( ) ( ) ( )
1

1 11 1

0

1
t t tP h Y h dh Y h

e
ene e
e el

n

-- - -æ ö é ù÷ç= ê ú÷ç ÷çè ø ê úë ûò . 

The definition of  ,H tY can be rewritten as:  ( )
ene e

e e
n

- -- -æ ö é ù÷ç = ê ú÷ç ÷çè ø ê úë ûò
1 1

1 11 1

0

1
t tY Y j dj . Plugging this 

into the previous expression yields: 

( ) ( )

( )

e
e e

e e

e e

l
n n

n

-
- - -

-

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= ÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
æ ö÷ç= ÷ç ÷çè ø

1
1 11 1

1 1

1 1

1

t t t

t t

P h Y Y h

Y Y h

  , which is available for h’ as follows: 

( ) ( )e el
n

-æ ö÷ç¢ ¢= ÷ç ÷çè ø

1 11
t t tP h Y Y h . 

Combining both of them yields: 

( )
( )

( )
( )

1

t t

t t

P h Y h

P h Y h

e
-é ù

ê ú= ê ú¢ ¢ê úë û
, which can be rewritten as: 

( ) ( )
( ) ( )t

t t

t

P h
Y h Y h

P h

e-é ù
ê ú ¢= ê ú¢ê úë û

. 

Plugging the previous expression into the definition of  ,H tC yields: 
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( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

e
e e

e e
n

ee
en ee ee e

e
ene ee e

n

n

n

- -
-

- -- -- -

-- -- -

ì üï ïï ïé ùæ öï ïæ ö ê ú÷çï ïï ï÷ ÷ç ¢ç=í ÷ ê ú÷ç ç÷ç ÷ï ïè ø ¢ç ÷çê úè øï ïê úë ûï ïï ïï ïî 

é ùæ ö÷ç ¢ ¢ê ú= ÷ç ÷ç ê úè ø ë û

é ùæ ö÷ç ¢ ¢ê ú= ÷ç ÷ç êè ø ë û

ò

ò

ò

1 1

0

1 11 11

0

11 11

0

1

1

1

t
t t

t

t t t

t t t

P h
Y Y h dh

P h

P h P h Y h dh

P h dhP h Y h

( ) ( ) ( ) ( )

e
e

e e
ne eee

n

-

- -- -

ú

æ ö é ù÷ç ¢ ¢= ê ú÷ç ÷ç ê úè ø ë ûò

1

1 11

0

1
t t tP h dh P h Y h

. 

Notice that: 

( )
1 11

,
0

1
H t tP P h dh

e e
ne eee

n

-
- --- æ ö é ù÷ç= ê ú÷ç ÷ç ê úè ø ë ûò . 

Plugging this expression into the previous expression yields: 

( ) ( )

( ) ( )

e e
e e ee

ee

n n

-
- --

-

æ ö æ ö÷ ÷ç ç ¢ ¢= ÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

¢ ¢=

1 1

,

,

1 1
t H t t t

H t t t

Y P P h Y h

P P h Y h

. 

The previous expression can be applicable any good h. Then, we have: 

( ) ( )
e-æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø,

t
t t

H t

P h
Y h Y

P
. (A‐1‐6) 

Combining both of them with the definitions of the PPI indices yields: 

( ) ( )
,

,

t
t H t

H t

P h
Y h Y

P

e-æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø
, (A‐1‐41) 

( ) ( )
e-æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø

*

,

t
t t

F t

P f
Y f Y

P
. (A‐1‐42) 

Now  we  consider  firms’  maximization  problem  following  Gali  (2015).  The  firms’ 

maximization problem is given by: 

( )q
¥

+ + + +
= +

ì üæ öï ï÷ï ïç é ù÷L -çí ÷ê úç ë û÷÷ï ïçè øï ïî 
å

 
,

, , | |
0

1
max

H t

k
t t k H t t k t t k t k t

P
k t k

P Y Y
P

, 
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with 

e-

+ +
+

æ ö÷ç ÷ºç ÷ç ÷÷çè ø


,

|

,

H t
t k t t k

H t k

P
Y Y

P
    and 

lb
l

+ +
+ +

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷L º =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø, ,Q kt k t k
t t k t t k

t t

P

P
    being  the  real   

discount factor where  ,Qt t k+   denotes the price of a one period discount bond paying 

off one unit of currency H ( + = +, 1

1
Q

1
t t

ti
). The previous expression can be rewritten as : 

e e

e

q

- -

-

+ + +
+ + +

é ùæ öæ ö æ öæ ö ÷çê ú÷ ÷÷ ç ç ÷ç ç÷ ÷÷ ÷L -ç çç ê úç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ç ÷ ÷ ÷ç çê úè ø è ø è ø ÷çç ÷è øê úë û
æ ö æ öæ ö ÷÷ ç çç ÷÷+ L -ç çç ÷÷ ç çç ÷÷÷ç ÷ç çè ø è ø è

 
 

 
 

,

, ,
, ,

, ,

, ,
, 1 , 1 1

1 , 1 , 1

1

1
max

H t

H t H t
t t H t t t t

t H t H t

H t H t
t t H t t t

P
t H t H t

P P
P Y Y

P P P

P P
P Y

P P P

e

e e

q

-

+

- -

+ + + +
+ + +

ìïïïïïïïïïï é ùæ öï ÷çê úï ÷ï ÷çï ÷ ÷í ê úç ÷ ÷ç ÷ï ÷ ÷ê úø ÷çç ÷ï è øê úï ë ûïï é ùï æ öæ ö æ öæ öï ÷çê ú÷ ÷÷ï ç ç ÷ç ç÷ ÷÷ ÷+ L - +ç çï ç ê úç÷ ÷÷ ÷ç çï ç ç÷ ÷÷÷ç ÷ ÷ ÷ç çê úï è ø è ø è ø ÷çç ÷è øï ê úë ûïîï

 
  

1

, ,2
, 2 , 2 2 2

2 , 2 , 2

1

t

H t H t
t t H t t t t

t H t H t

Y

P P
P Y Y

P P P

üïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïï

 

The FONC for firms is given by: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

e e e e

e e e e

e e

e e

q e e

q e

- - -

- - -
+ + + + + +

+

-
+ + + +

+

æ ö÷ç é ù÷L - - -ç ÷ë ûç ÷çè ø
æ ö÷ç é ù÷+ L - - -ç ÷ë ûç ÷÷çè ø
æ ö÷ç ÷+ L - -ç ÷ç ÷÷çè ø

 

 



1
, , , | , ,

1
, 1 , , 1 1 1| , , 1 1

1

2
, 2 , , 2 2

2

1
1

1
1

1
1

n
t t H t H t t t t H t H t t

t

n
t t H t H t t t t H t H t t

t

t t H t H t t t

t

P P Y MC P P Y
P

P P Y MC P P Y
P

P P Y MC
P

( ) e ee - -
+ +

é ù- + =ë û
 1

2| , , 2 2 0n
t H t H t tP P Y

, 

which can be rewritten as: 

e e

e e

e
e

eq
e

- -

- -

+ + + +
+ + +

é ùæ ö æ öæ öê ú÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷L -ç çç ê ú÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷ç ÷ ÷ç ç-è øê úè ø è øë û
æ ö æ öæ ö ÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷+ L -ç çç ÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷÷ç ÷ ÷ç ç-è ø è ø è ø

 


 


, ,
, , |

, ,

, ,
, 1 , 1 1|

1 , 1 , 1

1

1

1

1

H t H tn
t t H t t t t t

t H t H t

H t H tn
t t H t t t t t

t H t H t

P P
P Y MC Y

P P P

P P
P Y MC Y

P P P

e e
eq
e

- -

+ + + +
+ + +

é ù
ê ú
ê ú
ê úë û
é ùæ ö æ öæ öê ú÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷+ L - + =ç çç ê ú÷ ÷÷ ç çç ÷ ÷÷÷ç ÷ ÷ç ç-è øê úè ø è øë û

 
 

1

, ,2
, 2 , 2 2| 2

2 , 2 , 2

1
0

1
H t H tn

t t H t t t t t

t H t H t

P P
P Y MC Y

P P P

, 

with  ( )+ + +¢º, | |
n
H t k t t k t k tMC Y   being the nominal marginal cost  in country H  in units of 

currency H.   
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By using the definition 

e-

+ +
+

æ ö÷ç ÷ºç ÷ç ÷÷çè ø


,

|

,

H t
t k t t k

H t k

P
Y Y

P
, the previous expression can be rewritten 

as: 

e
e

eq
e

eq
e

+ + + +
+

+ + + +
+

æ öé ù÷ç ÷L -ê úç ÷ç ÷ç ê ú-è øë û
æ öé ù÷ç ÷+ L -ê úç ÷ç ÷÷ç ê ú-è øë û
æ öé ù÷ç ÷+ L - + =ê úç ÷ç ÷÷ç ê ú-è øë û





 

, , | | |

, 1 , 1| 1| 1|

1

2
, 2 , 2| 2| 2|

2

1

1

1

1

1
0

1

n
t t H t t t t t t t

t

n
t t H t t t t t t t

t

n
t t H t t t t t t t

t

P Y MC Y
P

P Y MC Y
P

P Y MC Y
P

, 

which can be rewritten as: 

e
e

eq
e

eq
e

+ + +
+

+ + +
+

æ ö æ ö÷ç ÷ç÷L -ç ÷ç÷ ÷çç ÷ç è ø-è ø
æ ö æ ö÷ç ÷ç÷+ L -ç ÷ç÷ ÷ç ç÷÷ è øç -è ø
æ ö æ ö÷ç ÷ç÷+ L - + =ç ÷ç÷ ÷ç ç÷÷ è øç -è ø





 

, | , |

, 1 1| , 1|

1

2
, 2 2| , 2|

2

1

1

1

1

1
0

1

n
t t t t H t t t

t

n
t t t t H t t t

t

n
t t t t H t t t

t

Y P MC
P

Y P MC
P

Y P MC
P

. 

The previous expression can be compact expression as: 

eq
e

¥

+ + +
= +

é ùæ ö æ ö÷çê ú÷ç÷L - =ç ÷ç÷ê ú÷ç ç÷÷ è øç -è øê úë û
å 

, | , |
0

1
E 0

1
k n

t t t k t k t H t t k t
k t k

Y P MC
P

. (A‐1‐43) 

Similarly, the following is applied in country F: 

eq
e

¥

+ + +
= +

é ùæ ö æ ö÷çê ú÷ç÷L - =ç ÷ç÷ê ú÷ç ç÷÷ è øç -è øê úë û
å * * ,*

, | , |*
0

1
E 0

1
k n

t t t k t k t F t t k t
k t k

Y P MC
P

. 

Nominal marginal cost is given by: 

+
+

+

=|

|

n t k
t k t

t k t

W
MC

MPN
, 

with  +
+

+

¶
º
¶

t k
t k

t k

Y
MPN

N
  and  +

+
+

¶
º
¶|

|

t k
t k t

t k t

Y
MPN

N
. 

Plugging the definition of the real discount factor
lb
l

+ +
+ +

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷L º =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø, ,Q kt k t k
t t k t t k

t t

P

P
  into 

Eq.(A‐1‐43) yields: 
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( ) l eqb
l e

¥
+

+ +
= +

é ùæ öæ ö æ ö÷÷ççê ú÷ç÷÷ - =çç ÷ç÷÷ê ú÷ç çç ÷ ÷ç ÷ è øç -è øè øê úë û
å 

| , |
0

1
E 0

1

k nt k
t t k t H t t k t

k t t k

Y P MC
P

. 

By multiplying UC,t both sides of the previous expression yields: 

( ) l eqb
e

¥
+

+ +
= +

é ùæ ö æ ö÷çê ú÷ç÷ - =ç ÷ç÷ê ú÷ç ç÷÷ è øç -è øê úë û
å 

| , |
0

E 0
1

k nt k
t t k t H t t k t

k t k

Y P MC
P

, 

which can be rewritten as: 

( ) l eqb
e

¥
+ ++

+
= + - + -

é ùæ öæ ö ÷÷ ççê ú÷÷ - =çç ÷÷ê úçç ÷÷÷ç ÷ç -è ø è øê úë û
å


|, ,

|
0 , 1 , 1

E 0
1

n
k t k tH t H t kt k

t t k t
k t k H t t k H t

MCP P
Y

P P P P
. 

Let define  +
+

+

º |

|

,

n
t k t

t k t

H t k

MC
MC

P
  and  ,

, 1,

, 1

H t k
H t t k

H t

P

P
+

- +
-

P º . Then, the previous expression can 

be rewritten as: 

( ) l eqb
e

¥
+

+ + - +
= + -

é ùæ öæ ö ÷÷ ççê ú÷÷ - P =çç ÷÷ê úçç ÷÷÷ç ÷ç -è ø è øê úë û
å


,

| | , 1,
0 , 1

0
1

k H tt k
t k t t k t H t t k

k t k H t

P
Y MC

P P
. 

Let define  ,
,

, 1

H t
H t

H t

P
X

P -

º


 . Then the previous expression can be rewritten as: 

( ) eqb l
e

¥
-

+ + - + +
= +

ì üï ïæ öï ï÷ç - P =í ÷ç ÷çï ïè ø-ï ïî 
å , 1

| , , 1, |
0

0
1

k H t
t k t k t H t H t t k t k t

k t k

P
Y X MC

P
. 

Note that  , 1H tP -   is multiplied on both sides of the previous expression. The previous 

expression can be rewritten as: 

which can be rewritten as: 

( )

el
e

eqbl
e

qb l

-

-

+ - +
+ + +

+ + -

+ +
+ +

+ + +

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷÷ç -è ø
æ ö÷ç ÷+ -ç ÷ç ÷÷ç -è ø

+





, , 1 ,
| , |

, , 1

, 1 , , 1 , 1 ,
1 1| , 1|

1 , 1 , , , 1

2 , 2 , 1 ,
2 2|

2 , 2 , 1

1

1

H t H t H t
t t t H t t t

t H t H t

H t H t H t H t H t
t t t H t t t

t H t H t H t H t

H t H t H t
t t t

t H t H t

P P P
Y X MC

P P P

P P P P P
Y X MC

P P P P P

P P P P
Y

P P P

e
e

- + +
+

+ -

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷÷ç -è ø
+ =





, 1 , 2 , 1 ,
, 2|

, , 1 , , 11

0

H t H t H t H t
H t t t

H t H t H t H t

P P P
X MC

P P P P

, 

which can be rewritten as: 
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( )

( )

( ) ( )

el
e

eqbl
e

qb l e
e

- -

- - -
+ + + + + +

- - - -
+ + + + +

+ + +

æ ö÷çP - P ÷ç ÷çè ø-
æ ö÷ç+ P P - P P ÷ç ÷çè ø-

æçç+ P P P
- P P Pè -







1 1
| , , , |

1 1 1
1 1| 1 , 1 , , , 1 , 1|

,
12 1 1 1

2 2| 2 , 2 , 1 ,

, 2 , 1 , 2|

1

1

1

t t t H t H t H t H t t t

t t t H t H t H t H t H t H t t t

H t

t t t H t H t H t H t

H t H t H t t t

Y g S X MC

Y g S X MC

X

Y g S
MC

ö÷÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ø
+ = 0

, 

with  ( )
,

t
H t

H t

P
g S

P
º   and 

( )
0H t

t

g S

S

¶
>

¶
. 

Similarly, we have: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

el
e

eqbl
e

qb l e
e

--

- --
+ + + + + +

- - --
+ + + + +

æ ö÷çP - P ÷ç ÷çè ø-
æ ö÷ç+ P P - P P ÷ç ÷çè ø-

+ P P P
- P
-







11* * * * * * *
| , , , |

1 11* * * * * * * * *
1 1| 1 , 1 , , , 1 , 1|

*
,

1 1 112 * * * * * *
2 2| 2 , 2 , 1 ,

,

1

1

1

t t t F t F t F t F t t t

t t t F t F t F t F t F t F t t t

F t
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with 
*

* ,
, *

, 1

F t
F t

F t

P
X

P -

º


 ,  ( )º
*

*

*
,

t
F t

F t

P
g S

P
  and 

( )¶
<

¶

*

0F t

t

g S

S
. 

The previous expression can be rewritten as: 

( )

( )

n n

n

n

n

n

el l
e

qbl
e qbl
e
qb l
e qb l
e

- - -

- - -
+ + + +

-
+ + + +

- - - -
+ + + + +

-
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P -
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+ P P

-
-

+ P P P

-
-

+ =








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, | , , | |

1 1
1 1| 1 , 1 , ,

1 1| 1 1|

2 1 1 1
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2

2 2| 2 2|

1

1

1
0

t H t t t H t H t t t t t t t

t t t t H t H t H t

t t t t t t

t t t t H t H t H t H t

t t t t t t

Y S X Y S MC

Y S X

Y S MC

Y S X

Y S MC

. 

By moving the terms related to the marginal cost to the RHS yields: 
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which can be simplified as follows: 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
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l
e qbl
e
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Then, we have: 

( ) ( )

( ) ( )
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e

¥
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k
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or: 
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( ) ( )
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e
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¥
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=

¥
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0
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X

Y g S

. (A‐1‐44) 

Similarly, we have: 

( ) ( )

( ) ( )

e qb l
e

qb l

¥
-

+ + + +
=

¥
- -

+ + + +
==

-=
P

å

å 
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1* * * *
| |

* 0
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1* * * 1
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1

k

t k t k t F t k t k t

k
F t k

k

t k t k t F t k F t h
hk

Y g S MC

X

Y g S

. (A‐1‐45) 

Plugging 
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  , 

into the definition of the marginal cost yields: 

( )
a

a
+

+ +
+ +

º
-, 1
t k

t k t k

H t k t k

W
MC N

P A
. (A‐1‐46) 

Similarly, we have: 

( ) ( )aa
+

+ +
+ +

º
-

*
* *

*
, 1

t k
t k t k

F t k t k

W
MC N

P A
. (A‐1‐47) 

1.5    Market Clearing Condition 

The market clearing condition is given by: 

( ) ( ) ( )t t tY j C j G j= + , 

where  ( )tG j    denotes  the  government  purchase  for  the  good  produced  by  firm  j, 

respectively. 

Let define  ( )
e

en e
e

n

- -é ùæ ö÷çê úº ÷ç ÷çê úè øë û
ò

1 1

0

1
t tG G h dh   and  ( )

e
e e
e

nn

- -é ùæ ö÷çê úº ÷ç ÷çê úè ø-ë û
ò

11 1
* *1

1
t tG G f dh . 

The, by solving the maximization problems, we have: 

( ) ( )
e-æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø,

t
t t

H t

P h
G h G

P
, (A‐1‐48) 

( ) ( )
e-æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø

*
* *

*
,

t
t t

F t

P f
G f G

P
. (A‐1‐49) 

Plugging Eqs. (A‐1‐6), (A‐1‐13), (A‐1‐41) and (A‐1‐48) into the market clearing condition 

yields: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
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H t H t t H t

H tt t
t t

H t t H t

PP h P h P h
Y C G

P P P P

PP h P h
C G

P P P

, 

which can be rewritten as: 

,H t W
t t t

t

P
Y C G

P

z-æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
. (A‐1‐50) 

Plugging Eqs. (A‐1‐7), (A‐1‐14), (A‐1‐41) and (A‐1‐49) into the market clearing condition 

yields: 

( ) ( ) ( ) ( )*
,* *

*
, , ,

1
1

1
F t Wt t t

t t t

F t F t t F t

PP f P f P f
Y C G

P P P P

e e ez

n
n

- - --æ ö æ ö æ öæ ö÷ ÷ ÷÷ç ç çç÷ ÷ ÷÷= - +ç ç çç÷ ÷ ÷÷ç ç çç÷ ÷ ÷÷ç÷ ÷ ÷ç ç ç- è øè ø è ø è ø
, 

which can be rewritten as: 

,* *F t W
t t t

t

P
Y C G

P

z-æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
. (A‐1‐51) 

1.6    Government Budget Constraint 

The government budget constraints is given by: 

( ), 1 1 ,1H t t t t t H t t tP G B i PTR B M- -+ + = + +D , (A‐1‐52) 

( )* * * * * * * *
, 1 11F t t t t t t t tP G B i P TR B M- -+ + = + +D , (A‐1‐53) 

Dividing both side of Eqs.(A‐1‐52) and (A‐1‐53) by Pt and 
*
tP yields: 

( ), 1
1 11H t t t

t t t t t

t t t

P P M
G i TR

P P P
-

- -
D+B + = +B + , 

( )
* * *
, * * * * *1

1 1* * *
1F t t t

t t t t t

t t t

P P M
G i TR

P P P
-

- -
D+B + = +B + . 

Let  define  the  (ex‐post)  real  (consumption)  interest  rate  ( )
1

1 t
t t

t

P
R i

P+
º +     and 

( )
*

* *

*
1

1 t
t t

t

P
R i

P+
º + . Then the previous expression can be rewritten as: 
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,
1 1

H t t
t t t t t

t t

P M
G R TR

P P
- -

D+B = +B + , (A‐1‐54) 

* *
, * * * * *

1 1* *

F t t
t t t t t

t t

P M
G R TR

P P
- -

D+B = +B + . (A‐1‐55) 

The  level  of  seignorage,  expressed  as  a  fraction  of  steady  state  output  can  be 

approximated as: 

1 1

1 1

1 1

1 1

1
1

1
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t t t t
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, (A‐1‐56) 

* * *
*1

1* * *
1

1 1t t t
t

t t t

M M P
L

P Y M P Y
-

-
-

D D= , (A‐1‐57) 

Quantity theory of money implies as follows: 

MV PY= , 

which can be rewritten as: 

1 L
V

Y
- = .   

Plugging the previous expression into Eqs.(A‐1‐56) yields: 

1t
t

t

M
m

P Y
cD = D , (A‐1‐58) 

*
*

*

1t
t

t

M
m

P Y
cD = D , (A‐1‐59) 

with  1Vc -º    being  the  inverse of  income  velocity of money. Note  that Eq.(A‐1‐58) 

ignore changes  in  the  inflation and  the deviation of  the  real money balance  from  its 

steady state. 

If we do not ignore them, we have: 

1
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1.7    Trade Balance 

Similar to Gali and Monaceli (2005, RES), We define the real trade balance as follows: 

( )
,

t
t t t t

H t

NX
Y g S C G

P
= - - , (A‐1‐60) 

( )* * * *

*
,

t
t t t t

F t

NX
Y g S C G

P
= - - (A‐1‐61) 

*
t t tNX E NX=- .   

with  ( )
,

t
t

H t

P
g S

P
º   and  ( )*

,

t
t t

F t

P
g S

P
º . 

 

2   The Steady State 
We  focus  on  equilibria  where  the  state  variables  follow  paths  that  are  close  to  a 

deterministic  stationary  equilibrium,  in  which  1tP =  ,  , , 0H t F tM MD =D =    and 

, ,H t F tTR TR TR= = . Further, we assume  , , 1H t F tA A= =   and  , , 0H t F tG G= = . 

Eqs.(A‐1‐30) and (A‐1‐14) implies as follows: 

*

1

1

1

1

1

1

i

i

b

r

=
+

=
+

=
+

, (A‐2‐1) 

which implies  tE E= . 

The PPP implies: 

1Q= . 

Eqs.(A‐1‐32) and (A‐1‐33) implies that: 

n

c

W V

P U
= , (A‐2‐2) 

* *

* *
n

c

W V

P U
= . (A‐2‐3) 

Eqs.(A‐1‐34) and (A‐1‐35) implies as follows: 
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l

c

U

U
br= , (A‐2‐4) 

*

*
l

c

U

U
br= . (A‐2‐5) 

Eqs.(2‐4) and (2‐5) imply  *
l lU U=   so that: 

*L L= . 

Eqs.(A‐1‐44) and (A‐1‐45) implies: 
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which implies: 

* 11
MC MC

e
e

--= = =M . (A‐2‐6) 

Eqs.(A‐1‐46) and (A‐1‐47) implies: 
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( )( )

1

*
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*
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W
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=
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Plugging Eqs.(A‐2‐2) and (A‐2‐3) into the previous expression yields: 

( )

1

** *

* *
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1

n

c H

n

c F

V P N

U P

NV P

U P

a

a

a

a
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-

=
-

. (A‐2‐7) 

Eqs.(A‐1‐50) and (A‐1‐51) imply: 

1

H

P Y

P C

zæ ö÷ç= ÷ç ÷çè ø , (A‐2‐8) 
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1
*

*
F

P Y

P C

zæ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
. (A‐2‐9) 

Plugging Eqs.(A‐2‐8) and (A‐2‐9) into Eq.(A‐2‐7) yields: 

( )
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1

1
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1
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a
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. (A‐2‐10) 

Eqs.(A‐1‐39) and (A‐1‐40) yields: 
1Y N a-= , (A‐2‐11) 

( )1* *Y N
a-

= . (A‐2‐12) 

Plugging Eqs.(A‐2‐11) and (A‐2‐12) yields: 

( )

( )
( )

( )

1 1
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1

1 1
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1
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1
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a z
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a z
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, 

which implies 

( ) ( )a z a z
z z

+ - + -

=
1 1 1 1

H FN H N FV N V N   because of  *C C=   ( *l l= ). That is: 

*N N= . 

Plugging the previous expression into Eq.(A‐2‐11) and (A‐2‐12) yields: 
*Y Y= . (A‐2‐13) 

Then, Eqs.(A‐1‐2‐11) and (A‐1‐2‐12) boils down to: 
1Y N a-= . 

Plugging Eq.(A‐2‐13) into Eqs.(A‐2‐8) and (A‐2‐9) yields: 

zæ ö÷ç = =÷ç ÷çè ø

1

H F

Y P P

C P P
, (A‐2‐14) 

which implies  H FP P= . That is: 

1S= . 

Eq.(A‐1‐5) implies: 
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, 

which implies: 

H FP P P= = . 

Plugging the previous expression into Eq.(A‐2‐14) yields: 

Y C= . 

Eqs.(A‐1‐54) and (A‐1‐55) implies: 

H TRrB = , 

F TRrB = , 

which imply: 

H FB =B =B . 
As mentioned, Eqs.(A‐1‐46) and (A‐1‐47) implies: 

( )

( )

1
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1
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F
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N

P

W
N

P E

a

a

a
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-

-
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=
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. (A‐2‐15) 

where we use  *N N= . Eq.(A‐2‐15) implies: 
*W EW= , 

because of  H FP P P= = . 

Finally, Eq.(A‐2‐10) implies: 

1 1n

c

V

U Na
a- -=M . (A‐2‐16) 

 

3   Log‐linearization of the Model 

3.1    Log‐linearizing Some Entities 

Taking logarithm Eq.(A‐1‐5) yields: 

( ), ,1t H t F tp p pn n= + - , (A‐3‐1) 

with  logt tp Pº ,  , ,logH t H tp Pº   and  , ,logF t F tp Pº . 

Subtracting one‐period delayed equality of Eq.(A‐3‐1) from Eq.(A‐3‐1) itself yields: 

( ), ,1t H t F tp np n p= + - , (A‐3‐2):  tp  

with: 
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logt tp º P , 

, , , 1
ˆ ˆ

H t H t H tp pp -= - , (A‐3‐3):  ,H tp  

, , , 1
ˆ ˆ

F t F t F tp pp -º - , (A‐3‐4):  ,F tp  

Taking logarithm Eq.(A‐1‐37) yields: 

*
t t tp e p= + , 

with  * *logt tp Pº   and  logt te E= . 

Subtracting one‐period delayed equality of the previous expression from the previous 

expression itself yields: 

*
1t t t te ep p-= - + , (A‐3‐5):  *

tp  

with  * * *
1t t tp pp -º - . 

The LOOP can be log‐linearized as follows: 

*
, ,F t t F tp e p= + . (A‐3‐6):  ,

ˆ
F tp  

with  * *
, ,logF t F tp Pº . 

Subtracting one‐period delayed equality of Eq.(A‐3‐6) from Eq.(A‐3‐6) itself yields: 

*
, 1 ,F t t t F te ep p-= - + . 

with  * * *
, , , 1

ˆ ˆ
F t F t F tp pp -= - , (A‐3‐7):  *

,
ˆ
F tp  

Taking logarithm the definition of the TOT yields: 

, ,t F t H ts p p= - . (A‐3‐8):  ts  

Log‐linearizing the UIP yields: 

*
1

ˆ ˆ
t t t ti i e e+= + - , (A‐3‐9):  te  

with 
1ˆ log
1

t
t

i
i

r
æ ö+ ÷ç= ÷ç ÷ç ÷ç +è ø

  and 
*

* 1ˆ log
1

t
t

i
i

r
æ ö+ ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø

. 

3.2    Log‐linearizing the Market Clearing Condition 

Subtracting  ,H tp   from both sides of Eq.(A‐3‐1) yields: 
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( ) ( )
( )

, , ,1 1

1

t H t H t F t

t

p p p p

s

n n
n

- =- - + -
= -

. (A‐3‐10) 

Subtracting  ,F tp   from both sides of Eq.(A‐3‐1) yields: 

, , ,t F t H t F t

t

p p p p

s

n n
n

- = -
=-

. (A‐3‐11) 

Total derivative of Eq.(A‐1‐50) is given by: 

( ) ( ), 2

,
,

1H t W
t H t t t

H t Wt
t H t

dP
dY P P dP dC dG

P

dP dP
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z z

-é ù
ê ú= - + - + +ê úë û

=- + + +
. 

By dividing both sides of previous expression by  HY C= , we have: 

, ,
ˆ ˆ ˆ ˆˆ W

t H t t t H ty p p c gz z=- + + + , 
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,

,
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Y
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Y
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W
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C
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C

æ ö÷ç ÷º ç ÷ç ÷çè ø
  and  ˆ log t

t

G
g

Y

æ ö÷çº ÷ç ÷çè ø . 

Plugging Eq.(A‐3‐10) into the previous expression yields: 

( ) ˆ ˆ1 W
t t t ty s c gz n= - + + , ( t̂y ) 

which is (logarithmic) market clearing in country H. 

Total derivative of Eq.(A‐1‐51) is given by: 

( ) ( )* 2 *
,

, *

1
1 W

t F t F t t t
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By dividing both sides of previous expression by  Y C= , we have: 

* *
,

ˆ ˆ ˆ ˆˆ W
t F t t t ty p p c gz z=- + + + , 

with 
*

*

*
ˆ log t
t

Y
y

Y

æ ö÷ç ÷º ç ÷ç ÷çè ø
  and 

*
*

*
ˆ log t
t

G
g

Y

æ ö÷ç ÷º ç ÷ç ÷çè ø
  where   

Plugging Eq.(A‐3‐11) into the previous expression yields: 

* *ˆ ˆˆ W
t t t ty s c gzn=- + + , ( ,F̂ ty ) 
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which is (logarithmic) market clearing in country F. 

Subtracting (logarithmic) market clearing in country F from (logarithmic) market clearing 

in country H yields: 

( ) ( )* *1 1
ˆ ˆˆ ˆ

t t t t ts y y g g
z z
= - - - . (A‐3‐12) 

Combining (logarithmic) market clearing in country F from (logarithmic) market clearing 

in country H yields: 

( ) ( ) ( )* * *ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ1 1 1t t t t t ty y c c g gn n n n n n+ - = + - + + - . (A‐3‐13) 

3.3    Log‐linearizing Euler Equation 

Total derivative of Eq.(A‐1‐30) is given by: 

( ) ( ), , 1 , 1 11 1C t C H t C t c t C t C tdU U d r U d dU U dZ U dZb + + += + + - P + + - . 

( ) 1 1
, , 1 , 11 t

C t H t t C t

t

Z
U r U

Z
b - +

+ +

æ ö÷ç ÷= + P ç ÷ç ÷çè ø
 

Note that  ( ) 1
1b r -= + . Thus: 

( ) ( ),

, 1 , 1 1

1
1

1

H t

C t C C t C t C t C t

d r
dU U U d dU U dZ U dZ

r + + +

+
= + - P + + -

+
. 

Dividing both sides of the previous expression by Uc yields: 

( ),, , 1
1 1

1

1

H tC t C t
t t t

C C

d rdU dU
d dZ dZ

U Ur
+

+ +

+
= - P + + -

+
, 

which can be rewritten as: 

, , , 1
1 1

1
log log log log log log

1
C t H t C t

t t t

C C

U r U
Z Z

U Ur
+

+ +

æ ö æ öæ ö+÷ ÷÷ç çç÷ ÷= ÷- P + + -ç çç÷ ÷÷ç çç ÷ç÷ ÷ç ç+è øè ø è ø
. 

Let define  ,ˆ log C t
t

C

U

U
x

æ ö÷ç ÷º ç ÷ç ÷çè ø
  and  1ˆ log t

t

t

Z

Z
r +

æ ö÷ç ÷º- ç ÷ç ÷çè ø
. Then, the previous expression can be 

rewritten as: 

1 , 1
ˆ ˆ ˆ ˆt t H t t trx x p r+ += + - - , (A‐3‐15) 
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which is a class of log‐linearized Euler equation. 

Total derivative of Eq.(A‐1‐31) is given by: 

( )** * * * * * * * *
, 1 , 1 1

1

1

t

c t c c t c t c t c t

d i
dU U U d dU U dZ U dZb

r + + +

+
= - P + + -

+
. 

( )( )b
- +

+ +

æ ö÷ç ÷= + P ç ÷ç ÷çè ø

*
1* * * * 1

, 1 , 1 *
1 t

c t t t c t

t

Z
U i U

Z
. (A‐1‐31) 

 

Dividing both sides of the previous expression by Uc yields: 

* * * * *
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆt t t t tix x p r+ += + - - . (A‐3‐16) 

3.4    Log‐linearizing Marginal Utility of Consumption 

Marginal utility of consumption can be rewritten as: 

1

,
, ,

,

l t
c t l t

c t

U
U U

U

-æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷÷çè ø
. (A‐3‐17) 

Total derivative of Eq.(3‐12) is given by: 

( ) ( )

( ) ( )

1 2

2
,

1 2

2

2

1
1 1

1
1 1

iL cl
c t ll l ll l c t

C c c

cl Ll
lc l lc l c t

c c c

l

U UU
dU U U U U U dL

U U U L

UU U
U U U U U dC

U U U C

U
U

- -
-

- -
-

ì üï ïæ ö æ ö é ù¶ï ï÷ ÷ï ïç ç ê ú÷ ÷= + - + -ç çí ÷ ÷ç ç ê ú÷ ÷ç çï ï¶è ø è øï ïë ûï ïî 
ì üï ïæ ö æ ö é ù¶ï ï÷ ÷ï ïç ç ê ú÷ ÷+ + - + -ç çí ÷ ÷ç ç ê ú÷ ÷ç çï ï¶è ø è øï ïë ûï ïî 

=
2 2

2

1c t c c lc cc tl
cl lc l

l c l l c c c

t lc lc cc t
cl c c

c l c

dL U U U U dCU
U L U C U C C

U U L U U U U U C

dL U U U dC
U L U C U C C

L U U U C

é ùæ öæ ö æ öê ú÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷+ - -çç çê ú÷÷ ÷ çç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è øê úë û
é ùæ ö÷çê ú÷= + - -ç ÷ê úç ÷çè øê úë û

. 

Dividing both sides of the previous expression by UC yields: 

,C t cl t lc lc cc t

C c l l c

cl t cc t
i

c c

dU U dL U U U dC
L C C C

U U L U U U C

U dL U dC
L C

U L U C

æ ö÷ç ÷= + - +ç ÷ç ÷çè ø

= +
, 

ˆ ˆ ˆ
t t tl cx u s= - , (A‐3‐18) 
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Similarly: 

* * *ˆ ˆ ˆ
t t tl cx u s= - . (A‐3‐19) 

3.5 Deriving the FONC for Domestic Producers 
Total derivative of Eq.(A‐1‐44) yields: 

( )
( )

( ) ( )

1 | 1|2

, 2

2|

2

, , 1 , 2

1
1

1

t t t t

H t

t t

H t H t H t
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dX

dMC

MC d d d

qbe qb qb
e qb
e qb qb
e

- +

+

+ +

é ù+ê úé ù= + + + ê úê úë û- + +ê úë û
é ù+ P + P + P +ê úë û-

 




 

Note  that  ( )2 1
1

1
qb qb

qb
+ + + =

-
     and 

1
MC

e
e
-=   .  Then,  the  previous 

expression can be rewritten as: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2| 1| 2|

,

2

, , 1 , 2

1

E E

t t t t t t

H t

H t t H t t H t
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dX

MC MC MC

d d d

qb qb qb

qb qb

+ +

+ +

é ù
ê ú= - + + +ê úë û

é ù+ P + P + P +ê úë û

 



, 

which can be rewritten as: 

( )   ( ) 

( )

2
| 1| 2|, , 1

2

, , 1 , 2

1 t t t t t tH t H t

H t H t H t

p p mc mc mcqb qb qb

p qbp qb p
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+ +
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, 

with   |
| |log t k t

t k t t k t

MC
mc mc mc

MC

+
+ +

æ ö÷çº = -÷ç ÷÷ççè ø
  ,  logt tmc MCº     and 

1
log logmc MC

e
e

æ ö- ÷çº =- ÷ç ÷çè ø
. 

Previous expression can be rewritten as: 

( )   ( ) 

( ) ( ) ( )
( )   ( ) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 

2
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 
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



( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

| 1|, , 1

2
2| , 2 , 1

1

1

t t tH t H t

t t H t H t

p mc p

mc p p

qb qb

qb qb

+ +

+ + -

+ + - +

+ - + + -

. (A‐3‐20) 

Note that: 
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
| , | ,

|

1

|

|

|

log
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1
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1

t k t H t k t k t H t k

n
t k t

n
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n
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n
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mc p mc p MC
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e
e
e
e

m

+ + + +

+
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+

+

+

+ = + -
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æ ö÷ç= - ÷ç ÷çè ø-
æ ö÷ç= + ÷ç ÷çè ø-

= +

. (A‐3‐21) 

Plugging Eq.(A‐3‐21) into Eq.(A‐3‐20) yields: 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, , 1 | 1|

2

2| , 1

2

| 1| 2| , 1

2

2

| 1| 2| , 1
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1

1

1 1

1
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n
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qb qb qb
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m qb qb qb
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+ + -
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é ù= - + + + -ê úë û
é ù+ - + + +ê úë û
é ù= + - + + + -ê úë û











, 

which can be rewritten as: 

( ) ( ), |
0

1
k n

H t t k t
k

p mcm qb qb
¥

+
=

= + - å . (A‐3‐22) 

(Corresponding to Eq.11 in Chap. 3, Gali, 2015) 

Eq.(A‐3‐20) can be rewritten as: 

( )   ( ) 

( ) ( ) ( )
( )   ( ) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 

2
| 1| 2|, , 1
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, , 1 , 1 , , 2 , 1
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( ) ( ) ( )
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t t tH t H t

t t H t H t

p mc p

mc p p

qb qb

qb qb
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+ + -

+ + - +

+ - + + -

. 

Eq.(A‐3‐20) can be rewritten as: 

( ) ( )  ( )|, , 1 ,

0 0

1
k k

t k tH t H t H t k

k k

p p mcqb qb qb p
¥ ¥

+- +
= =

- = - +å å . (A‐3‐23) 

Eq.(A‐3‐23) can be rewritten as: 

( ) ( ) ( )  ( )| |, , 1 , ,

1 1

1 1
k k

t t t k tH t H t H t H t k

k k

p p mc mcqb p qb qb qb p
¥ ¥

+- +
= =

- = - + + - +å å . (A‐3‐24) 
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Forwarding Eq.(A‐3‐24) one period yields: 

( )  ( )|, 1 , ,

1 1

1 1k k
t k tH t H t H t k

k k

p p mc
qb qb qb p
qb qb

¥ ¥

++ +
= =

-- = +å å . 

Multiplying  qb   on the both sides of the previous expression yields: 

( ) ( ) ( )  ( )|, 1 , ,

1 1

1
k k

t k tH t H t H t k

k k

p p mcqb qb qb qb p
¥ ¥

++ +
= =

- = - +å å . 

Plugging the previous expression into Eq.(A‐3‐24) yields: 

( ) ( ) |, , 1 , 1 , ,1 t tH t H t H t H t H tp p p p mcqb qb p- +- = - + - +  . (A‐3‐25) 

Calvo‐pricing’s transitory equation is given by: 

( )
1

1 1 1
, , 1 ,1H t H t H tP P Pe e eq q- - -

-
é ù= + -ë û

  

Log‐linearizing the previous expression around the steady state yields: 

( ), , 1 ,1H t H t H tp p pq q-= + -  . 

Subtracting    pH,t−1 from the both sides of the previous expression yields: 

( )( ), , , 11H t H t H tp pp q -= - - . (A‐3‐26) 

Plugging Eq.(A‐3‐26) into Eq.(A‐3‐25) yields: 

( ) , |, , 1 ,

1 1
1

1 1
H t tH t H t H tmcp qb p qb p

q q += + - +
- -

, 

which can be rewritten as: 

( ) , |, , 1

1
1

1 1
H t tH t H t mc

q p qb p qb
q q += + -
- -

. 

Multiplying both sides of the previous expression by 
1 q
q
-

  yields: 

( )( )
|, , 1

1 1
t tH t H t mc

qb q
p bp

q+
- -

= + . 

Let assume  1
| |t k t t k t k tY A N a-

+ + += . Then, the (nominal) marginal cost for an  individual firm 

that last set its price is given by: 
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Note that the (nominal) average marginal cost is given by: 

( )

,
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,

1

,
,

,

1

, , ,1

H t kn
H t k H t k

H t k

H t k
H t k

H t k

H t k H t k H t k

N
MC W

Y

Y
W

N

W A N aa

+
+ +

+

-

+
+

+

--
+ + +

¶
=

¶

æ ö¶ ÷ç ÷= ç ÷ç ÷÷ç¶è ø

é ù= -ë û

 

Total derivative of the (nominal) marginal cost for an individual firm that last set its price 

is given by: 

( ) ( ) ( )( )
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Dividing both sides of the previous expression by  nMC   yields: 
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which can be rewritten as: 

| |
ˆn

t k t t k t k tmc w na+ + += + . (A‐3‐27) 

Log‐linearization of the average (log) marginal cost is given by: 

ˆn
t k t k t kmc w na+ + += + . (A‐3‐28) 
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Subtracting Eq.(A‐3‐28) from Eq.(A‐3‐27) yields: 

( )| |
ˆ ˆn n

t k t t k t k t t kmc mc n na+ + + +- = - , 

which can be rewritten as: 
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Plugging  the  logarithmic  production  function  ( )| |
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Plugging Eq.(A‐3‐29) into Eq.(A‐3‐22) yields: 
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which can be rewritten as: 
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where we use the definition of the (log) desired markup  ( ),n
t t H tmc pm º- -   which  is 

(log) inverse of the real marginal cost. 

Let define  ˆ
t tm m mº -   being the deviation between the average and desired marginal 
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cost. Plugging the definition into the previous expression yields: 
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. 

Eq.(A‐3‐30) can be rewritten as: 
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
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
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3
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0

2 3
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0

,

0 0

ˆ1

ˆ1

ˆ1

H t H t H t H t H t H t

H t H t

k

t k

k

H t H t H t H t

k

t k

k

k k

H t k t k

k k

p p p p p p

p p

qb qb

qb

qb qb m

p qbp qb p qb p
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qb p qb qb m
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+
=

+ + +

¥

+
=
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= =

= - + - + -

+ - +
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= + + + +

- - Q
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å

å

å å





, (A‐3‐31) 

Forwarding Eq.(A‐3‐31) one period yields: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 3

, 1 , , 1 , 2 , 3 , 4

2 3

1 2 3 4

,

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ1

11
ˆ

H t H t H t H t H t H t

t t t t

k k

H t k t k

k k

p p p qbp qb p qb p

qb m qbm qb m qb m

qb
qb p qb m

qb qb

+ + + + +

+ + + +

¥ ¥

+ +
= =

- = + + + +
é ù- - Q + + + +ê úë û

- Q
= -å å

 


 

Multiplying  qb   on the both sides of the previous expression yields: 

( ) ( ) ( ) ( ), 1 , ,
1 1

ˆ1
k k

H t H t H t k t k
k k

p pqb qb p qb qb m
¥ ¥

+ + +
= =

- = - - Qå å . 
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Plugging the previous expression into Eq.(A‐3‐31) yields: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 3

, , 1 , , 1 , 2 , 3

2 3

1 2 3

, ,

1 1

, , 1 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ1

ˆ ˆ1 1

ˆ1

H t H t H t H t H t H t

t t t t

k k

H t t H t k t k

k k

H t t H t H t

p p

p p

p qbp qb p qb p

qb m qb m qb m qb m

p qb m qb p qb qb m

p qb m qb

- + + +

+ + +

¥ ¥

+ +
= =

+

- = + + + +
é ù- - Q + Q + +ê úë û

= - - Q + - - Q

= - - Q + -

å å

 



. 

Plugging Eq.(A‐3‐26) into the previous expression yields: 

( ), , , 1

1 1
ˆ1

1 1
H t H t t H tp p qb m qb p

q q += - - Q +
- -

, 

which can be rewritten as: 

( ), , 1

1 1
ˆ1

1
H t t H t

qp qb m qb p
q q +
é ù-= - - Q +ê ú
ê ú-ë û

. 

Then, we have: 

, , 1
ˆ

H t H t tp bp km+= - , (A‐3‐32) ( ,H tp ) 

with 
( )( )1 1qb q

k
q

- -
º Q . 

Similar to Eq.(A‐3‐32), we have: 

* * *
, , 1

ˆ
F t F t tp bp km+= - , (A‐3‐33) ( *

,F tp ) 

with  * *ˆ
t tm m mº -   and . ( )* *

, , ,
n

F t F t F tmc pm º- - . 

3.6    Log‐linearization of Intra‐temporal Optimality Condition 

Dividing both sides of Eq.(A‐1‐32) by Pt/PH,t yields: 

,

, , ,

n tt t

H t c t H t

VW P

P U P
= . 

Plugging the previous expression into Eq.(A‐1‐46) yields: 

,

, , 1
n t t t

t

c t H t

V P N
MC

U P

a

a
=

-
. 

Total derivative of the previous expression is given by: 
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,2
,

, ,

1

1 1 1 1

1 1 1

H ttn n n
t t c n c t

c c c

c t H tt tn nn n n

c n c c c

dPdPN V V N N V N
dMC dN U V dU

U N U N U P P

dU dPdN dPV N V N V N V N

U V N U U U P P

a a a a

a a a

a
a a a a

a
a a a

-
æ ö æ ö¶ ÷ç ÷ç÷= + - + - ÷ç ç÷ ÷ç ÷ç÷ç è ø- ¶ - - -è ø

æ ö æ ö÷ç ÷ç÷= + - + - ÷ç ç÷ ÷ç ÷ç÷ç è ø- - -è ø

. 

Plugging Eq.(A‐2‐16) into the previous expression yields: 

, ,

, ,1 1 1

1 1 1

1 1 1
c t H tt tnn

t

n c

c t H tt tnn

n c

dU dPdN dPN V N N N
dMC

N V N N U N P P

dU dPdN dPV N

V N U P P

a a a

a a a
a a aa

a a a

a- - -

æ ö æ ö- - -÷ç ÷ç÷= + - + - ÷ç ç÷ ÷ç ÷ç÷ç è øM - M - M -è ø
æ ö æ ö÷ç ÷ç÷=M + -M +M - ÷ç ç÷ ÷ç ÷ç÷ç è øè ø

. 

Multiplying both sides of the previous expression by  1MC-M=   yields: 

, ,c t H tt t tnn

n c

dU dPdMC dN dPV N

MC V N U P P
a

æ ö æ ö÷ç ÷ç÷= + - + - ÷ç ç÷ ÷ç ÷ç÷ç è øè ø
, 

which can be rewritten as: 

, ,log log log log logc t H tt t tnn

n c

U dPMC N dPV N

MC V N U P P
a

æ öæ ö é ùæ öæ ö æ ö æ ö÷÷ çç ÷÷ ÷ ÷ çç ç çê ú÷÷= + - + - ÷çç÷ ÷ ÷ çç ç ç÷÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç ççç ÷çê ú÷ ÷ç çè ø è ø è ø è øè ø è ø ë û
. 

By  using  the  definition  of   log t
t

MC
mc

MC

æ ö÷çº ÷ç ÷çè ø
  ,  ˆ log t

t

N
n

N

æ ö÷çº ÷ç ÷çè ø
  ,  ,ˆ log c t

t

c

U

U
x

æ ö÷ç ÷º ç ÷ç ÷çè ø
    and 

nn

n

V N

V
jº , the previous expression can be rewritten as: 

 ( ) ( )ˆˆ 1t t t tmc n sj a x n= + - + - , (A‐3‐34) 

where we use Eq.(A‐3‐10). 

Eq.(A‐3‐21) implies as follows: 


,

,

,
ˆ

n
t H t t

t H t

t H t

mc p mc

p

p

m
m m
m

+ = +
=- + +
=- +

, or   ˆt tmc m=- , 

where  we  use  ,
n
t t H tmc pm=- +    which  is  derived  by  the  definition  of  the  desired 

markup. Plugging the previous expression into Eq.(A‐3‐34) yields: 
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( ) ( )ˆ ˆˆ 1t t t tn sm x j a n= - + - - . 

Plugging the (log) production function  ( ), ,
ˆˆ 1H t H ty na= -   derived from Eq.(1‐21) into the 

previous expression yields: 

( )ˆ ˆˆ 1
1

t t t ty s
j am x n
a
+= - - -
-

. (A‐3‐35) ( ,
ˆ
H tm ) 

Dividing both sides of Eq.(A‐1‐33) by 
*

*
,

t

F t

P

P
  yields: 

** *
,

* * *
, , ,

n tt t

F t c t F t

VW P

P U P
= . 

Plugging the previous expression into Eq.(A‐1‐47) yields: 

( )** *
,*

, * *
, , 1

tn t t
F t

c t F t

NV P
MC

U P

a

a
=

-
. 

Total derivative of the previous expression is given by: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

* * ** *
2* * * * *

,* * * *

* ***
,

* * *

* * ** ** * * * *
,

* * * * * *

1

1 1 1

1

1 1 1

n n
t t c n c t

c c

F ttn

c

C tt tn nn n n

c n c C c

N N NV V
dMC dN U V dU

U N U N

N dPdPV

U P P

N N NdU ddN dPV V N V V

U V N U U U P

a a a

a

a a a

a
a a a

a

a
a a a

-
é ù¶ê ú= + -ê ú- ¶ - -ê úê úë û

æ ö÷ç ÷+ -ç ÷ç ÷÷ç- è ø

æ ö÷ç ÷= + - + -ç ÷ç ÷ç- - -è ø

*
,

*

F tP

P

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

. 

Plugging Eq.(A‐2‐16) into the previous expression yields: 

* ** ** *
, ,* 1 1 1

* * * * *

c t F tt tnn
t

n c

dU dPdN dPV N
dMC

V N U P P
a- - -

æ öæ ö ÷÷ çç ÷÷=M + -M +M -çç ÷÷ çç ÷ ÷ç ÷çè ø è ø
. 

Multiplying both sides of the previous expression by  1MC-M=   yields: 

* ** * ** *
, ,

* * * * * *
log log log log logc t F tt t tnn

n c

U dPMC N dPV N

MC V N U P P
a

é ùæ ö æ öæ öæ ö æ ö æ ö÷ ÷÷÷ ÷ ÷ç ççç ç çê ú÷ ÷÷÷ ÷ ÷= + - + -ç ççç ç ç÷ ÷÷÷ ÷ ÷ê úç ççç ç ç÷ ÷ ÷÷ç ç ç÷ ÷ç ÷ ÷ç çè ø è ø è øè ø è ø è øê úë û
. 

By  using  the  definition  of  
*

*

*
log t

t
MC

mc
MC

æ ö÷ç ÷º ç ÷ç ÷çè ø
 , 

*
*

*
ˆ log t
t

N
n

N

æ ö÷ç ÷º ç ÷ç ÷çè ø
   and  nn

n

V N

V
jº  ,  the 

previous expression can be rewritten as: 
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 ( )
*

* *ˆˆt t t tmc n sj a x n= + - - , (A‐3‐36) 

where we use Eq.(A‐3‐11). 

Plugging    * *ˆ
t tm m mº -   and . ( )* * *

,
n

t t F tmc pm º- -   into Eq.(A‐3‐36) yields: 

( )* * *ˆˆˆ
t t t tn sm j a x n=- + + + . 

Plugging the (log) production function  ( )* *ˆˆ 1t ty na= -   derived from Eq.(1‐21)  into the 

previous expression yields: 

* * *ˆˆˆ
1

t t t ty s
j am x n
a
+=- + +
-

. (A‐3‐37) ( ,
ˆ
F tm ) 

3.7    Deriving the LM Equation 

Eq.(A‐1‐34) can be rewritten as: 

,

, 1
l t t

c t t

U i

U i
=
+

. 

Multiplying ―1 on both sides of the previous expression yields: 

,

, 1
l t t

c t t

U i

U i
- =-

+
 

Summing 1 both sides of the previous expression yields: 

,

,

1 1
1

1

1

l t t

c t t

t

U i

U i

i

- = -
+

=
+

. 

Raise both sides of the previous expression to power −1 yields: 

1

,

,

1 1 l t
t

c t

U
i

U

-æ ö÷ç ÷+ = -ç ÷ç ÷÷çè ø
. 

Total derivative of the previous expression yields: 
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( ) ( ) ( )

( )

( )

2

2 2

2

2

1 1
1 1 1 1

1

1

l
t l c cc cl t ll l c cl t

c c c

cc lc lcl l ll l
t t

c c c c l c c

cc c lcl

c c l c

U
d i U U U U dC U U U U dL

U U U

U U UU U U U
dC dL

U U U U U U U

U U UU
C C

U U U U

r

r

-
- -

-

-

æ ö é ù é ù÷ç ê ú ê ú÷+ =- - - - - + - - -ç ÷ç ê ú ê ú÷çè ø ë û ë û
é ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú÷ ÷=- + - + - +ç ç÷ ÷ê úç ç÷ ÷ç çè ø è øê úë û
æ

=- + -

( )1

t lc tll

l c

cc c c lc t lc tll

c l l c l c

dC U dLU
L L

C U U L

U U U U dC U dLU
C C L L

U U U U C U U L
r r

é ùö æ ö÷ ÷ç çê ú÷ ÷+ - +ç ç÷ ÷ê úç ç÷ ÷ç çè ø è øê úë û
é ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú÷ ÷=- + - + - +ç ç÷ ÷ê úç ç÷ ÷ç çè ø è øê úë û

. 

Dividing both sides of the previous expression by  1 r+   yields: 

( )1

1
t cc c lc t lc tll

c l c l c

cc c lc t lc tll

c l c l c

d i U U U dC U dLU
C C L L

U U U C U U L

U U U dC U dLU
C C L L

U U U C U U L

r
r

r r

é ùæ ö æ ö+ ÷ ÷ç çê ú÷ ÷=- - + - +ç ç÷ ÷ê úç ç÷ ÷ç ç+ è ø è øê úë û
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=- - - - +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

, 

which can be rewritten as: 

( )11

1
tlc t cc c lc tll

i

l c c l c

d iU dL U U U dCU
L L C C

U U L U U U C r r
æ ö æ ö +÷ ÷ç ç÷ ÷- + =- - -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç +è ø è ø

. (A‐3‐38) 

Iff  0lc cc c lcll

l c c l c

U U U UU
L L C C

U U U U U

é ùæ ö÷çê ú÷- + - - - =ç ÷ê úç ÷çè øê úë û
, (A‐3‐39) 

lc cc c lcll

l c c l c

U U U UU
L L C C

U U U U U

æ ö÷ç ÷- + =- -ç ÷ç ÷çè ø
, (A‐3‐40) 

is applicable. 

Let assume  ( ) ( )111
,

1
U C L C L

vJ J

v
--=

-
. Then, we have: 
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( )

( ) ( )

( )( )

( )

1

1

1

1

1

1 ,

1 1 ,

1 1 ,

,

1 ,

c

cc

cl

l

ll

L
U h

C

L
U h C

C

L
U h L

C

L
U h

C

L
U h L

C

J

J

J

J

J

J

J s J J

J J v

J

J sJ J

-

-

-

-
-

æ ö÷ç¢= - ÷ç ÷çè ø

æ ö÷çé ù ¢= - - - - ÷çë û ÷çè ø

æ ö÷ç¢= - - ÷ç ÷çè ø

æ ö÷ç¢= ÷ç ÷çè ø

æ ö÷çé ù ¢= - - - ÷çë û ÷çè ø

  (A‐3‐41) 

with  ( )1
ih C L

vJ J --¢º . 

Plugging Eq.(A‐3‐41) into the RHS of Eq.(A‐3‐40) yields: 

( ) ( )( )1 1 1

1

i

i

L CCC C

C L C

UU U
C C

U U U
s J J J v

æ ö÷ç ÷ é ùç- - =- - - - - - -÷ç ë û÷÷ççè ø
=

. (A‐3‐42) 

Plugging Eq.(A‐3‐41) into the LHS of Eq.(A‐3‐40) yields: 

( ) ( )1 1

1

lcll

l c

UU
L L

U U
vJ J J vé ù- + =- - - - + -ë û

=
. (A‐3‐43) 

Plugging Eqs.(A‐3‐42) and (A‐3‐43) into the LHS of Eq.(A‐3‐39) yields: 

1―1＝0. 

Thus, Eq.(A‐3‐40) is applicable. Plugging Eq.(A‐3‐40) into Eq.(A‐3‐38) yields: 

11
log log log

1
lc t lc t tll ll

l c l c

U L U C iU U
L L L L

U U L U U C r r
æ ö æ ö æ öæ ö æ ö +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷- + =- - + - ÷ç ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ç çç ç ç ÷ç÷ ÷ç çè ø è ø +è øè ø è ø

, 

where we use the fact that  logt tdL L

L L

æ ö÷ç= ÷ç ÷çè ø
,  log tC

C

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
  and 

( )1 1
log

1 1
t t

d i i

r r
æ ö+ + ÷ç= ÷ç ÷ç ÷ç+ +è ø

. 

By  using  definitions  ll
l

l

U
L

U
s º-    and  lc

c

U
L

U
uº  ,  the  previous  expression  can  be 

rewritten as: 

( ) ( ) 1ˆ ˆˆ
l t l t tl c is u s u

r
+ = + - , 
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which can be rewritten as: 

( )
1ˆ ˆˆ

t t t

l

l c i
r s u

= -
+

. 

By using the definition 
1

lc

l

e
s u

º
+

, the previous expression can be rewritten as: 

ˆ ˆˆ
t t tl c ih= - , (A‐3‐45) ( ˆtl ) 

with  lceh
r

º . Similarly, 

* * *ˆ ˆˆ
t t tl c ih= - . (A‐3‐46) ( *ˆ

tl ) 

3.8    Relationship between Changes in the Real Money Balance 

and Inflation 

Taking logarithm the definition of the real money balance  t
t

t

M
L

P
º   yields: 

log log logt t tL M P= - . 

Subtracting one period delayed equality from the previous expression yields: 

( )1 1 1log log log log log logt t t t t tL L M M P P- - -- = - - - , 

which can be rewritten as: 

1 1
1log log log log log logt t t t

t t

L L P P
M M

L L P P
- -

-

é ùæ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çê ú- = - - -÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çê úè ø è ø è ø è øë û
, 

which can be rewritten as: 

1
ˆ ˆ
t t t tl l mp- = + -D . (A‐3‐47) ( ,

ˆ
H tl ) 

Similarly, we have: 

* * * *
1

ˆ ˆ
t t t tl l mp- = + -D . (A‐3‐48) ( ,

ˆ
F tl ) 

3.9    Log‐linearization of the Consolidated Government Budget 

Constraint 

Eqs.(A‐1‐54) and (A‐1‐55) can be rewritten as: 
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( ), 1
1 11H t t

t t t t t t

t t

P M
G i TR

P P
-

- -
DB = +B + P - - , 

( )( )
* *

1,* * * * * *
1 1* *
1F t t

t t t t t t

t t

P M
G i TR

P P

-

- -
DB = +B + P - - . 

Total derivative of the previous expressions yields: 

( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1t t t t t t t td dG d d i d dTR d M Pr r- -B = + + B +B + -B + P - - D , 

( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * * * *
1 11 1 1t t t t t t t td dG d d i d dTR d M Pr r- -B = + + B +B + -B + P - - D . 

where we use the fact that  0G= . 

Dividing both sides of the previous expressions by Y yields: 

( ) ( ) ( )

( )

1
11 1 1t t t t

t t

t t

d dG d dTR
bd i b d

Y Y Y Y

d M P

Y

r r-
-

B B= + + + + - + P -

D
-

, (A‐3‐48) 

( ) ( ) ( )

( )

* * * *
* *1

1

* *

1 1 1t t t t
t t

t t

d dG d dTR
bd i b d

Y Y Y Y

d M P

Y

r r-
-

B B= + + + + - + P -

D
-

. (A‐3‐49) 

where we use the definition  b
Y

Bº . 

Seignorage can be rewritten as: 

1
1

1

1
1

1

t t t
t

t t t

t
t t

t

M M P
L

P M P

M
L

M

-
-

-

-
-

-

D D=

D= P
, 

( )

* * *
*1

1* * *
1

*
1* *

1*
1

t t t
t

t t t

t
t t

t

M M P
L

P M P

M
L

M

-
-

-

-
-

-

D D=

D= P
. 

Total derivative of the previous expressions yields: 

( )t t t

L
d M P d M

M
D = D , 



51 
 

( )* * *
t t t

L
d M P d M

M
D = D . 

where we use the fact that  0MD = . Dividing both sides of the previous expressions 

yields by Y yields: 

( )t t t
d M P d M

Y M
c

D D= , (A‐3‐50) 

( )* * *
t t t

d M P d M

Y M
c

D D= , (A‐3‐51) 

with 
L

Y
cº . 

Plugging Eqs. (A‐3‐50) and (A‐3‐50) into Eqs.(A‐3‐48) and (A‐3‐49) yields: 

( ) ( ) ( ) 
1 1

ˆ ˆ ˆˆ 1 1 1 tt t t t t tb g b bi b tr mr r r p c- -= + + + + - + - - D , (A‐3‐52) 

( ) ( ) ( )  *
* * * * * *

1 1
ˆ ˆ ˆˆ 1 1 1 tt t t t t tb g b bi b tr mr r r p c- -= + + + + - + - - D , (A‐3‐53) 

with  ˆ t
t

d
b

Y

Bº ,  ˆ t
t

dG
g

Y
º   and   t

t
TR TR

tr
Y

-º . 

A simple tax rule in the non‐FTPL is given by: 


1

ˆ ˆt b t ttr by V-= + , (A‐3‐54) 

 *
* *
1

ˆ ˆt b t ttr by V-= + . (A‐3‐55) 

which is identical with Eq.(38) in the text. 

3.10    Trade balance 

Total derivative of Eq.(A‐1‐60) and is given by:   

( ) ,
,

H tt
t H t t t t

H

dPdP
d NX P dY C dC dG

P P

æ ö÷ç ÷= - - - -ç ÷ç ÷çè ø
. 

By dividing both sides of the previous expression by Y yields: 

( ), ,t H t H tt t t t

H

d NX P dPdY dP dC dG

Y Y P P C Y

æ ö÷ç ÷= - - - -ç ÷ç ÷çè ø
, 

which can be rewritten as: 



52 
 

, ,log log log log log logt H t H tt t t t

H

NX P dPY P C G

Y Y P P C Y

é ùæ öæ ö æ ö æ ö æ ö æ ö÷ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ê úç ç ç ç ç÷= - - - -÷ ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷÷ ÷ ÷ ÷ ÷ê úç ç ç çç÷ç ÷çè ø è ø è ø è øè ø è øê úë û
. 

Let  define   ( ),
log

t H t
t

NX P
nx

Y

é ù
ê úº ê ú
ê úë û

   and   ( )*
* ,

*
log

t H t
t

NX P
nx

Y

é ù
ê úº ê ú
ê úë û

   which  are  the  ratio  of 

trade balance to the GDP. Then the previous expression can be rewritten as: 

 ( ),ˆ ˆ ˆ ˆˆt t t H t t tnx y p p c g= - - - - . 

Plugging Eqs.(A‐3‐10) and (A‐3‐11) yields: 

 ( ) ˆ ˆˆ 1t t t t tnx y s c gn= - - - - . (A‐3‐58) ( ,H tnx ) 

Eq.(A‐1‐61) can be rewritten as: 

( )* * * *

*
,

*
* * *

*
,

t
t t t t

F t

t
t t t

F t

NX
Y g S C G

P

P
Y C G

P

= - -

= - -
. 

Total derivative of the previous expression yields: 

( )

*
* * *

* *
, ,

**
,* * * * * *

, * *

t t
t t t

F t F t

F tt
t F t t t t

F F

NX P
Y C G

P P

dPdP
d NX P dY C C dC dG

P P

= - -

= - + - -
. 

Dividing both sides of the previous expression yields: 

( )* ** * * *
, ,

* * * * *

t F t F tt t t t

F F

d NX P dPdY dP dC dG

Y Y P P C Y
= - + - - , 

which can be rewritten as: 

* ** * * *
, ,

* * * * *

* * *
* *

,* *

log log log log log log

log log log log log

t F t F tt t t t

F F

t t t
t F t

NX P PY P C G

Y Y P P C Y

Y C G
P P

Y C

æ ö æ öæ öæ ö æ ö æ ö÷ ÷÷÷ ÷ ÷ç ççç ç ç÷ ÷÷÷ ÷ ÷= - + - -ç ççç ç ç÷ ÷÷÷ ÷ ÷ç ççç ç ç÷ ÷ ÷÷ç ç ç÷ ÷ç÷ ÷ç çè ø è ø è øè øè ø è ø
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= - + - -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø *Y

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

. 
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Let define  
*

*
,log t F t

t

NX P
nx

Y

æ ö÷ç ÷º ç ÷ç ÷÷çè ø
. Then: 



( )

( )

*
* * * * *

,

* * * * * *
, , ,

* * * * *
, ,

* * *

ˆ ˆˆ

ˆ ˆˆ 1

ˆ ˆˆ

ˆ ˆˆ

t t t F t t t

t H t F t F t t t

t F t H t t t

t t t t

nx y p p c g

y p p p c g

y p p c g

y s c g

n n

n

n

= - + - -
é ù= - + - - - -ë û
é ù= - - - - -ê úë û

= + - -

(A‐3‐59) 

 

Eq.(A‐1‐61) can be rewritten as: 

* *
,

*
, , ,

*
,

*
, ,

t F tt t

H t H t F t

F t t

H t F t

E PNX NX

P P P

P NX

P P

=-

=-
 

Taking logarithm of the previous expression yields: 

*

, , *
, ,

log log log logt t
F t H t

H t F t

NX NX
P P

P P

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=- + +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
. 

Subtracting logY on both sides yields: 

( )
* *

, ,
, , *

* *
,

*

log log log log

log log

t H t t F t
F t H t

t F t
t

NX P NX P
P P

Y Y

NX P
S

Y

æ öæ ö ÷ç÷ç ÷=- - + ç÷ç ÷÷ ç÷ç ÷÷çè ø è ø
æ ö÷ç ÷=- + ç ÷ç ÷÷çè ø

, 

which can be rewritten as: 

 *

t ttnx s nx=- + .    ( ,F tnx ) 

Plugging Eqs.(A‐3‐12) and (A‐3‐13) into Eqs.(A‐3‐58) and (A‐3‐59) yields: 

 ( )( )1 1t tnx sz n= - - , 

 ( )
*

1t tnx sz n=- - . 

3.11    Iterated Government Budget Constraint 
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The government budget constraint is given by: 

( ), 1 11H t t t t t t t tP G B i PTR B M- -+ + = + +D . (A‐3‐60) 

The  level  of  seignorage,  expressed  as  a  fraction  of  steady  state  output  can  be 

approximated as: 

1 1

1 1

1 1

1 1

1
1

1

1 1

1

1

t t t t

t t t t

t t t

t t t

t t
t

t t

M M M P

P Y P M P Y

M M P

M P P Y

M P
L

M P Y

- -

- -

- -

- -

-
-

-

D D=

D=

D=

. (A‐3‐62) 

Quantity theory of money implies as follows: 

MV PY= , 

which can be rewritten as: 

1 L
V

Y
- = .   

Plugging the previous expression into Eq.(A‐3‐62) yields: 

1t
t

t

M
m

P Y
cD = D , (A‐3‐63) 

with 
1Vc -º    being  the  inverse of  income velocity of money. Note  that Eq.(A‐3‐63) 

ignore changes  in  the  inflation and  the deviation of  the  real money balance  from  its 

steady state. 

If we do not ignore them, we have: 

1
1

1

1 1
1

1

1 1
1

1

1 1

ln

ln

t t t
t

t t t

t t
t

t

t t
t

t

M M P
L

P Y M P Y

M L L

M L Y

M L

M L
c

-
-

-

- -
-

-

- -
-

-

D D=

æ ö÷ç ÷= Pç ÷ç ÷çè ø
æ ö÷ç ÷= Pç ÷ç ÷çè ø

 

Eq.(A‐3‐61) can be rewritten as: 

( ) ,
1 1 11 H t

t t t t t t t t

t

P
B M B i M P TR G

P
- - -

æ ö÷ç ÷+ = + + - -ç ÷ç ÷çè ø
. 
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By applying  , ,

1
, ,

H t H t
t

t H t F t

P P
S

P P P
n

n n
-

-= = , the previous expression can be rewritten as: 

( ) ( )1 1 11t t t t t t t t tB M B i M P TR S Gn-- - -+ = + + - - . 

Let define  t t t tSP TR S Gn-º - . Then the previous expression can be rewritten as: 

( )1 1 11t t t t t t tB M B i M PSP- - -+ = + + - . 

Previous equality can be rewritten as: 

( )[ ]1 1 1 1 11t t t t t t t t tB M i B M i M PSP- - - - -+ = + + - - . (A‐3‐63) 

Multiplying  ( )1 ti+   both sides of Eq.(A‐3‐63) yields: 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )1 1 1 1 11 1 1 1t t t t t t t t t t t ti B M i i B M i i M PSP- - - - -+ + = + + + - + + . (A‐3‐64) 

Leading Eq.(A‐3‐64) one period or more ahead yields: 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 11 1 1 1t t t t t t t t t t t ti B M i i B M i i M P SP+ + + + + + ++ + = + + + - + + , (A‐3‐65) 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 2 2 2 1 1 1 2 1 1 2 21 1 1 1t t t t t t t t t t t ti B M i i B M i i M P SP+ + + + + + + + + + + ++ + = + + + - + +

, (A‐3‐66) 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )3 3 3 3 2 2 2 3 2 2 3 31 1 1 1t t t t t t t t t t t ti B M i i B M i i M P SP+ + + + + + + + + + + ++ + = + + + - + +  . 

(A‐3‐67) 

Plugging Eq.(A‐3‐66) into Eq.(A‐3‐67) yields: 

( )( ) ( )
( )( )( )
( )( )

( )( )

2 1 1 1

3 3 3 3

2 1 1 2 2

3 2 2 3 3

1 1
1 1

1

1

t t t t

t t t t

t t t t t

t t t t t

i i B M
i B M i

i i M P SP

i i M P SP

+ + + +
+ + + +

+ + + + +

+ + + + +

é ù+ + +ê ú+ + = + ê ú- + +ê úë û
- + +

. 

Plugging Eq.(A‐3‐65) into the previous expression yields: 

( )( ) ( )
( )

( )( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1

2

3 3 3 3 1 1 1

2 1 1 2 2

3 2 2 3 3

1 1
1

1 1 1

1

1

t t t t

t

t t t t t t t t t

t t t t t

t t t t t

i i B M
i

i B M i i i M P SP

i i M P SP

i i M P SP

+
+

+ + + + + + +

+ + + + +

+ + + + +

ì üé ùï ï+ + +ï ïê úï ï+ï ïê úï ï+ + = + - + +í ê úë ûï ïï ïï ï- + +ï ïï ïî 
- + +

. 

Plugging Eq.(A‐3‐64) into the previous expression yields: 
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( )( ) ( )( )( )( )( )( )

( )

( )

( )
( )

( )
( )
( )( )

3 3 3 3 2 1 1 1 1

2 2 3 3

1 1 2 2
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2 1 1

1
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1 1 1 1 1 1
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1
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+ + + +
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ì üï ï+ï ïï ïï ïé ùï ï+ï ïê úï ï- + í ê úï ïé ù+ + +ê úï ïê úï ïê ú+ +ï ïê úï ê ú+ + +ï ê úê úë ûë ûïî 
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ïïï
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. 

Iterating j times yields: 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )( )( )
( )( )
( )( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 3 2 1 1 1 1
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, which can be rewritten as: 

( )( ) ( )( )( )

( ) ( )

1 1 1
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1 1
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1 1 1

1

j
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å
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Dividing both sides of the previous expression by  1t jP+ +   yields: 

( ) ( )( )( )

( ) ( )

1 1 1
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01
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j
t j t j
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ê ú- + +ê úë û



å 
. (A‐3‐68) 

The first term in the RHS can be rewritten as: 
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. (A‐3‐69) 

The second term in the RHS can be rewritten as: 
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which can be rewritten as: 
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70) 

Plugging Eqs.(A‐3‐69) and (A‐3‐70) into Eq.(A‐3‐68) yields: 
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Eq. (A‐1‐30) can be rewritten as: 
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Plugging Eq.(A‐3‐72) into the first term in the RHS in Eq.(A‐3‐71) yields: 



60 
 

( ) ( )

( )( )

1 1 1
1 1

0

1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 1 1

0

, , 1 11 1

, 1 1 1 ,

1 1

1 1

1 1

1 1

j
t t

t h t h t
h t

j
t t

t j t j t j t t t h t
h t

c t j t j c t j t j

t j c t j t j t j c t j t j

B M
i i

P

B M
i i

P

U Z U Z

i U Z i U Z
b b

- - -
+ + + -

=

- - - - - - -
+ + + + - + + + -

=

+ + + - + -- -

+ + + + + + - + +

é ù +ê ú+ P +ê úë û
+=P P P P P + +

æ öæ ö÷ç ç÷ç ç= ÷ç ç÷÷ç ç+ +è øè ø





( )( )( )

( )( )( )

( )

, 2 21

2 , 1 1

, 1 1 ,1 1
1 2

1 , 2 2 , 1 1

1 1
1 1

1 ,

1

1

1 1
1 1 1

1 1

1 1 1

c t j t j

t j c t j t j

c t t c t t
t j t j t j

t c t t t c t t

t t
t t t

t

j c t

U Z

i U Z

U Z U Z
i i i

i U Z i U Z

B M
i i i

P

U Z

b

b b

b

+ - + --

+ - + - + -

+ +- -
+ + - + -

+ + + + +

- -
+ -

- +

æ ö÷ ÷ç÷ ÷ç÷ ÷ç÷ ÷÷ ÷ç +è ø
æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ + + +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç+ +è øè ø

++ + +

=





( ) 1 1
1

, 1 1

1t t t
t

c t j t j t

B M
i

U Z P
- -

-
+ + + +

++

 .  (A‐

3‐73) 

Plugging Eq.(A‐3‐72) into the second term in the RHS in Eq.(A‐3‐71) yields: 
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. (A‐3‐74) 

Plugging Eqs.(A‐3‐74) and (A‐3‐73) into Eq.(A‐3‐71) yields: 
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Multiplying 
1t jb + +   on both sides of the previous expression yields: 
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Take the limit for  j¥   yields: 
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Multiplying  , 1 1c t t jU Z+¥+ ++   on both sides of the previous expression yields: 
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Multiplying  ( )1tb- + on both sides of the previous expression yields: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1 1
, 1

1 1 1 1
, , 1 1 1

1

1 11 2 2
, 1 1 1 , 2 2 2

2

1 1
, 1

0 1

1

1

t t t t
c t t t

t

t tt t t
c t t t c t t j t

t

t tt t t
c t t t c t t t

t

t t
c t

B M
U Z i

P

i
U Z SP U Z L

i

i
U Z SP U Z L

i

U

b b

b b b b

b b b b

b b

- + - -
-

- + - ++¥ +¥- +¥-
+¥ +¥ +¥ +¥- + - +¥-

+¥-

- + - ++¥- +¥- +¥-
+¥- +¥- +¥- +¥- +¥- +¥-

+¥-

- + +
+

+= +

+
+

+ +
+

-
+ + ( )

( ) ( )

( )

1

1 1 ,

1 1 1 1
, , 1 1 1

1

1 1 1
, 1

1 2
, ,

1

1

1

t t t
t t c t t

t

t tt t t
c t t t c t t t

t

t t
c t t t

t

c t t t c t

i
Z SP U Z

i

i
U Z SP U Z L

i

B M
U Z i

P

U Z SP U

b b

b b b b

b

b b

- +
+ +

- + - + - -
- - -

-

- - -
-

¥- ¥-
+¥ +¥ +¥ +¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç + ÷ç ÷ç ÷+ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷+ + ÷ç ÷ç ÷ç ÷+çè ø÷ç ÷
+= +

+

-

1
1 1 1

1

2 3 2
, 1 1 1 , 2 2 2

2

1
, 1 1 1 ,

1 2 1
, , 1 1 1

1

1

1

1

1

t
t j t

t

t
c t t t c t t t

t

t
c t t t c t t

t

t
c t t t c t t t

t

i
Z L

i

i
U Z SP U Z L

i

i
U Z SP U Z

i

i
U Z SP U Z L

i

b b

b

b b

+¥-
- + - +¥-

+¥-

¥- ¥- +¥-
+¥- +¥- +¥- +¥- +¥- +¥-

+¥-

-
+ + +

- - -
- - -

-

æ ö÷ççç +ççççç+ +çç +ççççç+ + +çç +ççççç+ +ççç +çè øç



( )1 1 1
, 1

1 2 1
, , 1 1 1

0 0 1

1

1

t t
c t t t

t

h h t h
c t h t h t h c t h t h t h

h h t h

B M
U Z i

P

i
U Z SP U Z L

i

b

b b

- - -
-

¥ ¥
- - + -

+ + + + - + - + -
= = + -

÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷
+= +

æ ö÷ç ÷- +ç ÷ç ÷÷ç +è ø
å å

, 

which can be rewritten as: 
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which can be rewritten as: 
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Leading the previous expression one period ahead yields: 
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Multiplying  b   on both sides of the previous expression yields: 
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Plugging the previous expression into Eq.(A‐3‐76) yields: 
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Multiplying  b   on both sides of the previous expression yields: 
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Eq.(A‐3‐77) can be rewritten as: 

( )( )

( )( )

B

B

1 1 1
, 1 1 1 , , 1 1 1

1

1
, 1 1 1

1
1

1

t
c t t t t t t c t t t c t t t

t

c t t t t t t

i
U Z i L U Z SP U Z L

i

U Z i L

b

b

- - -
- - - - - -

-
-

+ + +

+ + P = +
+

+ + + P
, (A‐3‐78) 

with  B t
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Eq.(A‐3‐75) can be rewritten as: 
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Similarly, we have: 
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3.12    Log‐linearizing Iterated Government Budget Constraint 

Eq.(A‐3‐78) can be rewritten as: 
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Note that  t t t tSP TR S Gn-º - . Plugging Eq.(A‐3‐72) 

  into the previous expression yields: 
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Total derivative of the previous expression is given by: 
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The LHS  is revenue which consists of  interest payment deprived from households and 

the fiscal surplus. The first to the third terms in the RHS is expenditure which consists of 

burden to redeem government debt with interest payment and real money. The fourth 

to fifth terms mitigate that burden. Newly issued government debt and real money and 

inflation tax. 

Further: 
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Here, seignorage in the LHS disappear. That is canceled by interest payment. 
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( )

ˆ
1 1

tt tsp tr g
b b

b b
b b

= -
- -

  into the previous expression yields: 

 ( ) 2

1

2

1 1

1 1 1 ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ
1

t t t t t t t t

b bb
tr g i b l b l

b cbc b b p
c c cb cc c c

b
- - -

+- = + + - - -
- +

 

which can be rewritten as: 

 ( ) ( )1 1

2 2

1
ˆ ˆ1 ˆ ˆˆ ˆt t t t t t t ttr bi b l

b
b bl gc

b
b b

cb
b

b
c p- - -= + + - - - +

-
+

+
. (A‐3‐81) 

which is a class of log‐linearized Euler equation. 

Similarly, we ha: 

 ( ) ( )
*

* * * * * * *
1 1

2 2

1
ˆ ˆ ˆ1 ˆˆ ˆt t t t t t t ttr bi b l

b
gbb lb b

b cb
c cb p

b- - -= + + - - - +
+

+
-

. (A‐3‐82) 

Log‐lineraizing the definition of  t t t tSP TR S Gn-º -   yields: 

( )t t t t

t t

dSP dTR GdS dG

dTR dG

n= - - -
= -

. 

Dividing both sides of the previous expression by SP yields: 

( ) ( )

B B

B B

1 1

1 1

1 1

1 1

t
t t

t t

t t

dSP
dTR dG

SP

dTR dGY Y

Y Y

dTR dG

b Y b Y

b b
b b
b b
b b

b b
b b

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç- -è ø è ø
æ ö æ ö÷ ÷ç ç= -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç- -è ø è ø

= -
- -

. 

Let define   t
t

dTR
tr

Y
º   and  ˆ t

t

dG
g

Y
º . The n the previous expression can be rewritten as: 


( )


( )

ˆ
1 1

tt tsp tr g
b b

b b
b b

= -
- -

. 



72 
 

 

3.13    Log‐linearizing Iterated Government Budget Constraint 

Eq.(A‐1‐38) can be rewritten as: 

* *
, ,c t t c t tU Z U Z= . 

where we use Eqs.(A‐1‐20) and (A‐1‐25). The previous expression can be rewritten as: 

*
*

, ,
t

c t c t

t

Z
U U

Z
= . 

Following Okano and Eguchi  (2023), we assume no persistence on Preference  shock. 

Then: 

*
* 1

, , *
1

t t
c t c t

t t

Z Z
U U

Z Z
+

+

= , 

where  *
1 1 1t tZ Z+ += = . Log‐linearizing the previous expression yields: 

*
* 1 1

, , *
log log log logt t

c t c t

t t

Z Z
U U

Z Z
+ +

æ öæ ö ÷÷ çç ÷÷= + - çç ÷÷ çç ÷ ÷ç çè ø è ø
. 

Subtracting  log cU   from both sides of the previous expression yields: 

* *
, , 1 1

* *
log log log logc t c t t t

c c t t

U U Z Z

U U Z Z
+ +

æ ö æ öæ ö æ ö÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷= + -ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷ ÷÷ç ç ç÷çè ø è ø è øè ø
, 

which can be rewritten as: 

* *ˆ ˆ ˆ ˆt t t tx x r r= - + . (A‐3‐83) 

3.13    Rewriting the Market Clearing and Euler Equation 

Eq.(A‐3‐12) can be rewritten as: 

* *ˆ ˆˆ ˆ
t t t t ty y s g g= - - + , (A‐3‐91) 

* *ˆ ˆˆ ˆ
t t t t ty y s g g= + + - . (A‐3‐92) 

Plugging Eq.(A‐3‐91) into Eq.(A‐3‐13) yields: 
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( )( ) ( ) ( )* * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ1 1 1t t t t t t t t ty y s g g c c g gn n n n n n+ - - - + = + - + + - , 

which can be rewritten as: 

( ) ( ) *ˆ ˆ ˆˆ 1 1t t t t ty c s c gn n n= + - + - + . (A‐3‐93) 

Plugging Eq.(A‐3‐92) into Eq.(A‐3‐13) yields: 

( )* * *ˆ ˆ ˆˆ 1t t t t ty c s c gn n n= - + - + . (A‐3‐94) 

Subtracting Eq.(A‐3‐16) from Eq.(A‐3‐15) yields: 

* * * * *
1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆt t t t t t t t t ti ix x x x p p r r+ + + +- = - + - - + - + . 

Plugging Eq.(A‐3‐83) into the previous expression yields: 

* *
1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆt t t t t ti i e e r r+ + += + - + - . (A‐3‐95) 

Eqs.(A‐3‐93), (A‐3‐94) and (A‐3‐95) can replace Eqs.(A‐3‐12), (A‐3‐13) and (A‐3‐83) 

3.14 Some Entities 

The PPP 

*
t t te p p= - . (A‐3‐84) 

The CPI Inflation 

( ), 1t H t tsp p n= + - D (A‐3‐85) 

* *
,t F t tsp p n= - D (A‐3‐86) 

Changes in the CPI Inflation 

1t t tp pp -= - , (A‐3‐87) 

* * *
1t t tp pp -= - . (A‐3‐88) 

Import Inflation 

*
, , 1F t F t t te ep p -= + - , (A‐3‐89) 

*
, , 1H t H t t te ep p -= - + . (A‐3‐90) 

 

4    Policy Regimes 
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Plugging  ˆ 0tb =   for all t into Eq.(A‐3‐56) yields: 

( ) ( ) 
1

1 11 1ˆˆ tt t t t

b b
m g i tr

r r
p

c c c c-
+ +

D = + - - , (A‐3‐52) 

 

5    
The domestic and the imported goods inflation is given by: 

 

 

6.5.4 The Steady State in the Case of No Subsidiary 
We  focus  on  equilibria  where  the  state  variables  follow  paths  that  are  close  to  a 

deterministic  stationary  equilibrium,  in  which  , 1H t tP =P =  .  Further,  we  assume 

* 1t tZ Z= =   and  0tG = . 

Eqs.(A‐1‐30) and (A‐1‐14) implies as follows: 

*

1

1

1

1

i

i

b=
+

=
+

, 

which is identical with Eq.(A‐2‐1). 

Eq.(A‐1‐32) implies that: 

n

c

W V

P U
= , 

which is identical with Eq.(A‐2‐2). 

Eq.(A‐1‐34) implies as follows: 

l

c

U
i

U
b= , 

which is identical with Eq.(A‐2‐4). 

Eq.(6‐4) implies: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

112 *

112 * 1

1 1
11

1

F c F

c F

U C

U C

e t qb qb
e

qb qb

--

-- -

é ùé ù- + + + ê úê úë û ë û-=
é ùé ù+ + + Yê úê úë û ë û





, 

which can be rewritten as: 

( ) 1
1 Ft

-é ùY= M -ë û , 
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with 
1

e
e

Mº
-

  being the constant markup. As long as we assume  0Ft = , 

1-Y=M . (6‐15) 

Eq.(A‐1‐46) implies: 

1

1 H

W
MC N

P
a

a
=
-

, 

Which is identical with Eq.(2‐5). 

Eq.(A‐1‐5) can be rewritten as: 

n H

c H

V W P

U P P
= , 

which is identical with Eq.(2‐6). 

Plugging Eq.(2‐5) into Eq.(2‐6) yields: 

1n H

c

V P

U N Pa
a-=
M

, 

which is identical with Eq.(2‐7). 

Plugging Eq.(2‐8) into Eq.(2‐7) yields: 

1n

c

V

U N Sa n
a-=
M

, 

which can be written as: 

1
n cV U

N Sa n
a-=
M

, 

which is identical with Eq.(A‐2‐16) 

Eq.(6‐1) implies: 

( ) 11 * 1
c cU U S nJ

-- -= Y . 

Plugging Eq.(6‐15) into the previous expression yields: 

( )
( ) ( )

11 * 1 1

1*

c c

c

U U S

U S

nJ

J w

-- - -

-

= M

=
. (6‐16) 

Note that: 

 

( )
1

* *
1

1

1 1

F F F

H F F H

S Q

EP P EP P

P P P P P

S

n

n n

n

w
-

-
-

- -

º

æ ö÷ç ÷= = = Mç ÷ç ÷çè ø
= M

. (6‐17) 

Eq.(6‐16) can be rewritten as: 
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( ) 1* 1
c cS U S Un J
- -= M  

Plugging the previous expression into Eq.(A‐2‐16) yields: 

( )

( )

1

1* 1

1*

1

1 1

n

c

c

V
N U S

N U S

a

a

a
J
a
J

-

- -

-

- M=
M

-=
. (6‐18) 

Let define  ( )*, c nH S U V Naº . Plugging this definition into Eq.(6‐18) yields: 

( ) ( )
( )

*

1*

1
, 1c

c

H S U
S U

a
J

-º - . 

Notice that  0SH < ,  ( )*
0

lim , c
S

H S U


=+¥   and  ( )*lim , 0c
S

H S U
¥

=   ( 0Sg > ). 

On the other hand, the market clearing Eq.(6‐6) implies: 

( ) 1 *1Y S C SYnn n -= - + M , (6‐19) 

where we use  * *C Y= . 

Because of  ( )1cC F U-=   and Eq.(6‐16), we have: 

( ) ( )

( )

1*

1* 1 1

c

c

C F U S

F U S n

J w

J

-

- - -

é ù= ê úë û
é ù= Mê úë û

, 

with F being the operator of function. 

Plugging the previous expression into Eq.(6‐19) yields: 

( ) ( ) 1* 1 1 *1 cY S F U S SCn nn J n
- - -é ù= - M +ê úë û

. (6‐20) 

Let  define  ( ) ( ) ( ) 1* * 1 1 *, 1 cJ S C S F U S SYn nn J n
- - -é ùº - M +ê úë û

  .  Note  that  0SJ >   , 

( )*
0

lim , 0
S

J S C


=   and  ( )*lim ,
S

J S C
¥

=+¥ . 

Hence, given a value for  *C ,  J   and  *Y , Eqs.(6‐18) and (6‐20), jointly determine the 

steady state value for S and  ( )Sw , i.e., the steady state value of the TOT and the real 

exchange rate. 
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Dividing both sides of Eq.(6‐19) by C* yields: 

( ) 1

* *
1

Y C
S S

C C
nn n -= - + M . 

For convenience, and without  loss of generality, we can assume that  initial conditions 

(i.e.,  initial distribution of wealth)  are  such  that  1J=    which  implies  that 
*

C
Q

C
=  . 

Plugging this condition into the previous expression yields: 

( )

( )
( )

*

1

1

1

1

Y
S Q S

C

S S S

S

n

n n

n n

n n

n n

-

= - +

= - Y+
é ù= - Y+ë û

 

where we use a steady state condition  1Q S n-= Y   which stems from Eq.(A.1). 

which can be rewritten as: 

( ) *1Y SYn né ù= - Y+ë û , (6‐20) 

by using  * *Y C=    which  is  the  steady  state market  clearing  condition  in  the  foreign 

country. Eq.(2‐15) is no longer applicable. 

Eqs.(2‐17)—(2‐20) is still applicable. Thus. Eq.(2‐21), i.e.,  1S=   is applicable. However, 

even if plugging Eq.(2‐21) into Eq.(6‐20), we cannot obtain Eq.(2‐15) because  1Y=   is 

not applicable. 

Plugging Eq.(2‐21) into a steady state condition  1Q S n-= Y   yields: 
1Q -=M , (6‐21) 

where we use Eq.(6‐15). The PPP in the long run is no longer available. 

Plugging Eq.(6‐21) into the initial condition yields: 
* 1C C -= M , (6‐22) 

That is,  *C C=   is no longer available. 

Plugging Eq.(6‐22) into Eq.(6‐20) yields: 

( )
( )
( )

11

1

1

Y C

C C

C

n n

n n

n n

-é ù= - M + Më û
= - + M
é ù= - + Më û

. 

Thus,  Y C=   is no longer available. 
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Figure TA‐‐1 

 


